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Resumo

O cancer é uma doenca extremamente complexa que traz uma série de complicacdes a seu portador
e muitas vezes pode levar a morte. Um tipo famoso é o mieloma multiplo, que atua no osso de modo
a destrui-lo. Muitos estudos s3ao feitos nessa drea de modo a tentar contribuir para um melhor
entendimento e desenvolvimento de novas estratégias terapéuticas.

Dado a seriedade do assunto, esse documento visa contribuir com a implementa¢do de um método
para determinar qual deve ser a melhor distribuicdo da concentracdo de farmacos ao longo da terapia,
dado o seu periodo, frequéncia de administracdo e doses disponiveis ao usuario, através da criacdo de
uma funcdo de custo. Além disso, uma interface grafica é construida de modo que o estudo da
dindmica de remodelagdo dssea possa ser feito de forma pratica.

Em seguida é implementado um algoritmo para que se possa determinar o valor dos parametros de
uma equacao diferencial que representa o crescimento de um tumor através de informacdes obtidas
por um banco de dados.

O estudo utiliza modelos dindmicos que apresentam equacées diferenciais de ordem fraciondria e os

resultados obtidos condizem com o comportamento esperado pela literatura.

Palavras-chave: Mieloma multiplo, calculo fracionario, terapia, interface grafica, modelo dinamico

Abstract

Cancer is an extremely complex disease that brings a lot of complications to your carrier and can often
lead to death. A famous kind is multiple myeloma that acts on the bone in order to destroy it. Many
studies are made in this area in order to try to contribute to a better understanding and development
of new therapeutic strategies.

Given the seriousness of this subject, this document aims to contribute to the implementation of a
method to determining what should be the best concentration distribution of drugs throughout
therapy, given its period, frequency of administration and doses available to the user, through the
creation of a cost function. In addition, a graphical interface is constructed so that the study of the
dynamics of bone remodelling can be done easily.

Then an algorithm is implemented so that we can determine the value of the parameters of a
differential equation that represents the growth of a tumour through information obtained from a
database.

The study uses dynamic models that exhibit differential equations of fractional order and the results

obtained are consistent with the expected behavior in the literature.

Keywords: Multiple Myeloma, fractional calculus, therapy, GUI, dynamic model
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1. Introducéo
1.1.Consideracdes Iniciais

O cancer é uma das doengas mais perigosas e complexas que existe que causa a morte
de milhdes de pessoas por ano. Devido a isso, o seu estudo é de fundamental importancia
para que esses numeros sejam reduzidos.

Essa doenca caracterizasse pelo crescimento an6malo e descontrolado de uma
populacdo de células. Tais células podem invadir e destruir tecidos adjacentes, processo
conhecido como metadstase [5]. Esse fen6meno pode ocorrer no 0sso, uma vez que apresenta
caracteristicas que facilitam o crescimento e proliferacdo dessas células cancerigenas, e é
chamado de metdastase dssea.

O 0ss0 por sua vez é um sistema dindmico que esta em constante remodelamento ao
longo do tempo. Existem dois tipos de células altamente especializadas responsaveis por esse
fendbmeno: os osteoclastos, que eliminam o osso antigo, e os osteoblastos, que modelam o
novo 0sso. Essas células interagem entre si através de fendmenos denominados de autdcrinos
e paracrinos, de modo a estimular ou inibir a apoptose e formac¢ado de novas células e garantir
a homeostase do sistema. Algumas doencas, como a osteoporose, sdo caracterizadas por um
desequilibrio no nascimento e morte dessas células [30,48].

Quando a metastase dssea ocorre, as células cancerigenas provocam um desequilibrio
na remodelagem dssea. Se o fendmeno de destruicdo do osso é potencializado, a metastase
dssea é classificada de osteolitica, como por exemplo o cancer de mama e o mieloma multiplo
[6].

Atualmente existe alguns métodos para tentar curar essa doenca, porém sem
garantias. Normalmente é feito o uso de quimioterapia e hormonios com o objetivo de
eliminar as células cancerigenas e certos farmacos para restaurar a dinamica original de
remodelagem éssea [40].

Com isso em vista, o desenvolvimento de novas ferramentas e estudos na area auxilia
em um melhor entendimento sobre a metdstase 6ssea e no desenvolvimento de novas
estratégias terapéuticas de modo que a doenca possa ser eliminada, bem como garantir o

bem-estar do paciente.
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Figura 1. Interacdo das células na remodelag&o do osso (extraido de [3]).

1.2.Proposta e objetivos

Dado a importancia do desenvolvimento de novas ferramentas para auxiliar a
compreensdo e aprimoramento de novas terapias para reduzir e/ou eliminar a metastase
dssea, essa dissertacao possui o objetivo nessa questao.

Os modelos dindmicos de remodelacdo dssea que servirdo como base para o
desenvolvimento dessas ferramentas sdo representados por equacgdes diferenciais de ordem
fracionaria. Tal area de estudo tem ganho espaco nos ultimos anos devido ao fato de que
muitos fendmenos fisicos (difusdo e mecanica) e biolégicos (viscoelasticidade de membrana e
propagacao de sinais) apresentarem uma boa caracterizacdo através do calculo fracionario.

Através do modelo matemdtico de um tratamento que utiliza bifosfanatos,
responsavel por aumentar a apoptose dos osteoclastos, denosumab, que inibe a formacao de
novas células desse tipo, e quimioterapia, para eliminar as células cancerigenas, e dos
conceitos de farmacocinética e farmacodindmica serd possivel aplicar uma metodologia para
aumentar a eficiéncia do tratamento. Essa metodologia visa determinar qual a melhor
distribuicdo das doses de diferentes concentracdes dos fadrmacos de modo a maximizar uma
funcdo de custo. Com isso, é possivel evitar uma alta toxicidade no paciente ao aplicar uma
dosagem de elevada concentracdo quando os efeitos de a¢cdo dos farmacos ja estdo préoximos

da saturacdo.



Em seguida é proposto a criacdo de uma interface grafica para auxiliar o estudo da
dinamica de remodelagem do osso. Através dela, serd possivel analisar o comportamento dos
osteoclastos, osteoblastos, células cancerigenas e densidade dssea de alguns quadros clinicos
ao longo do tempo com o uso de informagdes coletadas do paciente e estimar estratégias de
terapia, bem como a criacdo de um banco de dados.

Por fim, sera aplicado um algoritmo para selecionar alguns pontos representativos de
um grande banco de dados através do conceito de clustering. O objetivo final é utilizar esses
pontos representativos para estimar os coeficientes da equacgao diferencial do crescimento de
um tumor, uma vez que a literatura apresenta valores estimados, de modo que o modelo
apresente um comportamento qualitativo parecido com o que se conhece através de estudos
in vivo.

Uma conclusdo e discussdo dos resultados obtidos é feita no final dessa dissertacdo de

modo a destacar os pontos e resultados mais importantes.

1.3.Contribuicdo da dissertagcéo

Essa dissertacdo contribui com a implementacdo de uma metodologia para determinar
a melhor distribuicdo da concentracdo de fdrmacos ao longo do periodo de uma terapia, bem
como a criagcdo de uma interface grafica que permite o usudrio analisar melhor o fenémeno
de remodelagdo 6ssea.

Também serd implementado um algoritmo para determinar, com base em um banco
de dados, uma amostra representativa e seu uso na estimacdao de parametros em uma
equacado diferencial que representa o crescimento de um tumor. Para tal, fora utilizado
modelos dindmicos de remodelagem éssea de ordem inteira e fracionaria presentes na

literatura.

1.4.Estrutura da dissertagéo
A dissertacdo possui onze capitulos no total, de modo que o leitor possa entender os
conceitos basicos do calculo fraciondrio, biologia, tratamentos de dados e a dindmica de
remodelacdo dssea, para depois prosseguir para a parte de melhoria de tratamentos e
estimativa de parametros de equacdes diferenciais. Tais capitulos apresentam a seguinte

divisao:



e Capitulo 1: apresentacdo geral da dissertacdo no que se refere a sua estrutura,
objetivos e organizacgao.

e Capitulo 2: apresentacdo de algumas defini¢cdes e conceitos do cdlculo fraciondrio que
serdo utilizados nos capitulos futuros.

e Capitulo 3: explica os conceitos de estabilidade e comportamento dindmico de
sistemas de ordem fracionaria.

e Capitulo 4: apresentagao do método das matrizes triangulares que serd utilizado para
resolver equacgdes diferenciais de ordem fracionaria.

e Capitulo 5: expde os conceitos bioldgicos sobre o assunto abordado nessa dissertagao.

e Capitulo 6: destina-se a explicar os conceitos de farmacocinética e farmacodinamica e
como que eles sao utilizados no planejamento de terapias.

e Capitulo 7: explica alguns conceitos sobre tratamento de dados e uma metodologia
para estimar o valor de parametros de equacdes diferenciais.

e Capitulo 8: apresenta os modelos dindmicos de remodelacdo do osso e os resultados
obtidos através do uso de derivadas de ordem inteira e fraciondria, bem como uma
anadlise dos seus resultados.

e Capitulo 9: destina-se a implementa¢do de um método para melhorar a estratégia de
terapia, baseando-se nos modelos dindmicos do capitulo anterior. Além disso, também
é apresentado uma interface grafica para auxiliar o estudo sobre o assunto.

e Capitulo 10: aplicacdo da metodologia de estimacdo de parametros para equacdes
diferenciais nos modelos dinamicos.

e Capitulo 11: levantamento das conclusdes obtidas nesta dissertacao e apresentacao
de possiveis préximos estudos.

Por fim, vale mencionar que todos os calculos e simulacdes foram feitos com o uso

do software Matlab e Simulink.



2. Célculo fracionario

Esse capitulo tem como objetivo apresentar algumas defini¢Ges e conceitos utilizados no
calculo fracionario. Tais ferramentas serdao de fundamental importancia para o entendimento
dos préximos capitulos, além de servir como instrumento de consulta. As demonstragdes dos
teoremas e das propriedades, bem como um maior aprofundamento no assunto, pode ser
feito através da literatura em [54] e da [43], a qual esse capitulo fora baseado.

Inicialmente é apresentado a fungdo gama e o operador D, além de algumas de suas
propriedades, que serdo a base das teorias de calculo fracionario. Em seguida é mostrado
alguma das principais defini¢des alternativas sobre o conceito de derivada e integral, que sao
as definicdes de Riemann-Liouville, Griinwald-Letnikoff e Caputo. Todos esses conceitos serdo
necessarios para a elaboracdo do método para solucionar equagdes diferenciais de ordem
fraciondria.

Por fim, com o objetivo de estudar o comportamento dindmico de sistemas de ordem
fracionaria através de func¢des de transferéncia, o conceito de transformada de Laplace é
estendido para ordens fracionarias através das definicGes de Riemann-Liouville, Griinwald-
Letnikoff e Caputo. Com isso, o leitor terd todas as ferramentas necessarias para a

compreensao dos métodos utilizados nessa dissertagdo.

2.1.Funcao Gama
No calculo fraciondario é bem comum encontrar a funcdo gama I' em diversos topicos.
A sua definicdo, bem como algumas de suas propriedades importantes, é apresentada a
seguir:
Definicdo 2.1

A funcdo gama é definida como:

+o0
F'(x) = J e Y y*1ldy, x € R*
0

_ (2.1)
Fx) = I(x—|x]) ' fER
\ e M+ k)
Propriedade 2.1
F'(x +1) =xI'(x) (2.2)

ou seja, a funcdo gama é uma generalizacdo do operador fatorial.



Propriedade 2.2

+ 00
rl) = f e Vdy =[-eV[{* =1 (2.3)
0

Definicdo 2.2

A combinag¢do de um elemento a com um elemento b é definida como:

|
(Z) = m, a,b € Za_ (24)

A operagdao de combinagdo pode ser reescrita, através da fungdo gama e suas

propriedades, como:

['(a+1) )
() JF(b+1)F(a—b+1)’ sea,b,a—b &7
={ (-1D’T (b - a) i . (2.5)
|IT(b — )T (—a)’ sea €L AbEL]

0, se[((beZ"vb—aeN)Aa¢Z ]Vv(ab€Z Ala|l>|b|)

2.2.Calculo de ordens inteiras
O operador D, associado a ordens n € Z, é introduzido através dos resultados do

calculo tradicional:

Definicdo 2.3
(dr;];g), sen €N
DFF() = éf(t)' sen =0 (2.6)
t
U DMIf(H)dt, sen€Z”
((—1)”%, sen €N
Drf) =L f(@), sen=20 (2.7)

c
U DIf()dt, sen€Z”
t

Propriedade 2.3

Dado uma funcao f(t), a sua derivada de ordem n € N é dada por:

@ _ o e () e = kh) (2.8)
atn h—0 h™

D f(t) =

Propriedade 2.4

Dado uma integral de Riemann, descrita por:



=

t
f f(®)dt = lim, Z hf(t — kh) (2.9)
c k=0

t—c| . e . . t—c . . .
onde lTJ € o0 maior inteiro igual ou inferior a - E a formula de Cauchy para integrais

indefinidas de ordem n € N de f(t):

t

D0 = [ o (2.10
DI (E) = f %f(r)dr (2.11)
pode-se obter:
7] ey
DO = Jim ) b s (e = kh) (2.12)
k=0

Uma expressdo semelhante é encontrada para o caso D;"f(t).

Propriedade 2.5

A Lei dos Expoentes é dada por:

D DEf () = DIT(E) (2.13)
para os seguintes casos:
m,n € Z§ (2.14)
m,n € Z, (2.15)
meZtAn€EZ (2.16)

com a condicdo de que todas as derivadas existam.

2.3.Céalculo de ordens fracionéarias
2.3.1. Definigdes

Neste topico serdo tratadas as trés definicGes mais famosas para o conceito de
derivada e integral, que sdo a de Riemann-Liouville, Caputo e Griinwald-Letnikoff, no entanto

vale ressaltar que existem diversas outras defini¢cdes alternativas [43,54].



Definicdao 2.4 (Riemann-Liouville)

a—1
j‘t )) f@dr,

DEFO =150,

DEf() =1

d
[a]
(-1

d[“]

\dtlal €
(r—t)" 1

f T /P4

f@,

DEIf @),

[a]

dtlal

Definicdo 2.5 (Griinwald-Letnikoff)

DEf(E)

DEf (D)

@ DE @,

sea € R™

sea=0

sea € Rt

sea € R™

sea=0

sea € Rt

ﬁfﬂ(—l)k(i)f(t—-kh)

= lim
h-0*t

ha
t—c
_ l J( 1% () £t + kh)
= lim
h—-0* h@

Definicdo 2.6 (Caputo)

DEF() =17

(t—1) o1
J—F( ) f(t)dr,

f@®,

a [a]

kc

(< —a-1

(t—t) ¢
fo(T)dT.
WISIOERY

f@),
[a]

_ig1 @
[~ g~ e/ (O

sea € R™

sea=20

sea € RT

sea € R~

sea=0

sea € R*

(2.17)

(2.18)

(2.19)

(2.20)

(2.21)

(2.22)



2.3.2. Operador néo-local

Pode-se notar que as trés definicdes anteriores possuem algo em comum: o operador

D sempre depende do limite de integra¢do c e t, com excecio de quando a € R{. Ou seja, o
operador D é um operador nao local.

Isso significa que uma operac¢do fracionaria (excluindo as exceg¢des citadas acima)

depende de valores do passado ou futuros da funcdo. Nesse caso, as operacdes de derivada,

por exemplo, se assemelham mais as integrais do cdlculo tradicional [54].

2.3.3. Operadores lineares

Por inspecdo é possivel notas, através das definicdes anteriores, que D é um operador
linear.

Propriedade 2.6

DElaf(t) + bg(t)] = aDEf(t) + bDFg(t), ondea,b € R (2.23)
D&laf () + bg(t)] = aDEf(t) + b DT g(2), ondea,b € R (2.24)

2.3.4. Relagdes entre as diferentes definigdes

Pelas definicbes apresentadas anteriormente pode-se notar claramente que as de Riemann-
Liouville e Caputo sdo diferentes para @ > 0, mas as definicGes de Riemann-Liouville e Grinwald-
Letnikoff apresentam o mesmo resultado (considerando que a funcdo f satisfaca todas as condicGes
de cada) [54].

Propriedade 2.7

Se f(t) possui maximo de {0,|e|} derivadas continuas e D™@X{0lal}£(¢) & integravel, entdo
DEf(t) existe pelas definicdes de Riemann-Liouville e Griinwald-Letnikoff e ambas apresentam o
mesmo resultado.

Propriedade 2.8

Se DEf(t) =y pelas definigdes de Riemann-Liouville e Griinwald-Letnikoff, nas mesmas

condicbes do propriedade acima, entdo a de Caputo resulta em:

[al-1 (t _ C)—o.'+k_ dkf(c)

a — dtk
DEfO =y~ Z T(k—a+1) (2.25)

k=0




2.3.5. Lei dos expoentes

A lei dos expoentes permanece valida para expoentes inteiros com as condicdes
citadas anteriormente.

Propriedade 2.9

DEDLF(©) = D f(E) (2.26)
A igualdade acima é valida para as definigdes de Riemann-Liouville e Griinwald-

Letnikoff no caso da propriedade 2.5e quando S < 0Aa+ <0

2.4. Transformada de Laplace no calculo fracionério
2.4.1. Riemann-Liouville e Grinwald-Leitnikoff
Propriedade 2.12

A transformada de Laplace aplicada nas definicdes de Riemann-Liouville (2.4) é dada

por:
(S¥F(s), sea € R™
F(s), sea=0
LD f(B)] = [a]-1 (2.27)
Ls“ — Z skDFk1F(0), sea €RT
k=0

Nas condi¢des da propriedade 2.7 a transformada de Laplace de D quando aplicada a

definicdo de Griinwald-Letnikoff (2.19) também é dada por (2.27) [54].

2.4.2. Caputo
Propriedade 4.2.1

A transformada de Laplace aplicada a definicdao de Caputo é dada por:

(S*F(s), sea € R™
F(s), sea=0
L[DEfD)] = al-1
s — s* k=1 DFf(0), sea € R* (2.28)
k=0
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3. Funcdes de transferéncia

Nesse capitulo é realizado um estudo sobre a estabilidade de sistemas dinamicos de
ordem fraciondria através de func¢des de transferéncia. O objetivo é buscar analisar como que
a mudanga na ordem do termo derivativo pode mudar o comportamento do sistema e sua
estabilidade. No entanto, vale ressaltar que os conceitos se baseiam em [9] e serdo explorados
sem uma grande profundidade. Suas demonstra¢cdes, bem como outras propriedades,
encontram-se em [41,43,54].

Inicialmente é mostrado como que a funcdo de transferéncia é definida para sistemas de
equacoes diferenciais fraciondrias. Tais modelos podem apresentar tanto uma entrada e uma
saida (SISO), quanto multiplas entradas e multiplas saidas (MIMO).

Em seguida é analisado a questdo da estabilidade através do mapa no plano complexo e
como a mudanca do termo derivativo afeta a sua estrutura. Também é mostrado um caso
pratico sobre um modelo de funcdo de transferéncia onde aplica-se diversos valores

fracionarios para a sua ordem e estuda-se a sua resposta para um degrau unitario.

3.1.Definicdes
3.1.1. Funcéao de transferéncia SISO e MIMO
A definicdo para o caso em que a equacao diferencial possua ordens fraciondrias é a
mesma para o caso inteiro, ou seja, dado um sistema com apenas uma entrada e uma saida
(SI1SO), onde ambos estdo relacionados por uma equacdo diferencial linear e invariante no
tempo, a sua funcao de transferéncia é dada pela razao da transformada de Laplace da saida
e da entrada (caso as condic¢des iniciais sejam nulas).
Definicdo 3.1 (SISO)
D=1 bksﬁk

n

G(s) =
(s) T aser

(3.1)

onde ay, S = 0 sdo as ordens do denominador e numerador, respectivamente.

Definicdo 3.2 (MIMO)

Um sistema MIMO com m entradas e p saidas, linear e invariante no tempo, pode ser
interpretado como uma matriz p X m onde os seus elementos serao fung¢des de transferéncia
fracionarias SISO. Cada elemento relaciona uma entrada com uma saida onde as outras

entradas s3do zero.

11



Essa condicdo so é possivel caso as condicdes iniciais sejam nulas, uma vez que a

definicao de fungao de transferéncia exige condig¢des iniciais nulas.

3.2.Estabilidade
Propriedade 3.1

Dado um sistema G(s), pela definicao (3.1), ele é estdvel se:

n

T
Vs:z a,s% =0, |ss| > > (3.2)
k=0
onde 4s € [—m, +m] [41].
Im Imy
z z
93 \q 2
Re Re
stable unstable stable unstable
region region region region
(a)0<g<l (b)l<g<2

Figura 2. (a) Mapa de estabilidade para uma funcéo de transferéncia de a=q menor que 1 e (b) para

a=qg maior que 1. (extraido de [41]).

Nota-se que quando o sistema apresenta uma ordem de derivada inteira tem-se o
critério classico de estabilidade, onde todos os polos precisam ter a parte real negativa.
Para ordens onde a > 2 o sistema é necessariamente instavel e, por isso, o foco sera

apenasem 0 < a < 2.

3.3.Resposta no dominio do tempo e da frequéncia

3.3.1. Estudo de 1/(2)2“ +2¢ G)“ +1

As raizes da funcao de transferéncia dada por:
1

(@) 2 (@)

sdo s*=a%(—{+{?—1). Logo, a estabilidade, segundo [54], dessa fungdo de

G(s) =

transferéncia dependera do valor €.

e Quando { = 1, a fungdo de transferéncia sera sempre estavel.

12



Quando { < —1, o sistema sempre sera instavel.

Quando ¢ = 0, as raizes sao complexas e iguais a j. Com isso, o sistema sera estavel
sea < 1.

Quando0< {<1e0<a<1,asraizes sao:

1-32

o (_( + \/ﬁ) _ aaeijtan-l_—Z (3.4)
ou seja, a funcao de transferéncia sempre sera estavel.

Quando —1<{ <0 e 0<a<1 pode-se provar que o sistema serd estavel se
- cosaz—n <{.

Quando 0 < {<1el<a<?2 pode-se provar que o sistema serd estavel se { >
— Cos az—n

Quando—-1<{<0el< a< 2osistema é instavel.

Todos os casos apresentados acima podem ser resumidos no seguinte formato: o sistema

serd estavel se

am
¢>— c057 (3.5)

stable
two
resonange
27 stable, peaks
no stable,
resonance one
resonance

1L peak

15

Figura 3. Comportamento da frequéncia (extraido de [54]).

A figura acima mostra, em fungao dos parametros { e @, o mapa com as localizagdes

das regiGes onde ocorre nenhum, um ou duas frequéncias de ressonancia (o que corresponde

a nenhum, um ou dois maximos locais no ganho do diagrama de Bode) [54].

A figura 4 mostra a resposta da funcao de transferéncia, dada por:
1

- @@ 3.6
G(s) s2a 4 35 + 1 (3:6)
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a um degrau unitario para diversas ordens de a. Tal modelo possui { > 1 e, portanto, ambas
as raizes reais, de modo que ele sempre sera estavel.

Nota-se que altos valores de a fazem com que o sistema apresente uma resposta
rapida e com sobressinal. Por outro lado, ordens menores apresentam um carater mais
amortecido (lento e sem oscilacdo). Desse modo fica bem nitido a mudanca de

comportamento do sistema em fungao do valor do termo derivativo.

Figura 4. Resposta do sistema G(s) = 1/s%* + 3s* + 1 a um degrau unitario para diversas ordens de

derivada (extraido de [9]).
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4. Método das matrizes triangulares

A literatura atual apresenta diversas maneiras e metodologias para o calculo de valores de
derivadas e integrais para ordens ndo inteiras [43].

O método das matrizes triangulares proposto por [44] utiliza as definicdes de derivadas
fraciondrias e a técnica de diferenciagdo numérica de ordem inteira para encontrar uma
solucdo numérica para equacgdes diferenciais de ordens fracionarias. Tal método possui alguns
aspectos interessantes como possibilitar a solu¢ao de equagdes diferenciais fracionarias com
condicOes iniciais e de fronteira diferentes de zero, solucionar equacdes diferenciais parciais
e/ou ndo lineares, bem como uma abordagem uniforme a resolugdo numérica dessas
equacoes. De pontos negativos pode-se destacar erros de aproximacdo numérica e matrizes
de dimensdes muito elevadas no caso de simulagdes com um grande horizonte temporal
(maior custo computacional).

Inicialmente o capitulo apresenta algumas definicdes e opera¢des necessdrias para a
construcdo do método. Em seguida é demonstrado como a discretizacdo é feita através das
definicdes de derivadas fraciondrias (o caso de integrais ndo sera abordado nessa dissertacao)
de Griinwald- Letnikoff e como que se soluciona as equacdes diferenciais fracionarias. Por fim,
o método do Large Step é explicado, uma vez sua utilizacdo é fundamental para solucionar

problemas que apresentam um grande horizonte temporal de simulagao [47].

4.1.Matrizes triangulares
O método de [44] utiliza matrizes triangulares inferiores e matrizes triangulares

superiores, que possuem o seguinte formato, respectivamente:

o 0 0O 0 - 07
(,l)l (1)0 O 0 0
Ly=| % @ ® 90 0 (4.1)
Wyn-1 Wy wq Wy 0
L Wy Wy-1 . (O] w1 Wo
Wy W1 Wy Wy-1 Wy
0 wy w " WN-1
{0 0 w Wy
Uv=lo 0o o 0, (4.2)
Wy w1
L0 O 0 0 wq |
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Estas matrizes triangulares sdo completamente descritas por sua primeira coluna
(linha). Seguindo as definicdes de [44], denomina-se:
Qy = Ly — wgE, Yy = Uy — woE (4.4)
onde E é uma matriz identidade, pode-se escrever:
Ly = Qy + woE, Uy = Yy + woE (4.4)
Define-se as matrizes (N + 1) X (N + 1) E;f,p = 1,... N, com 1 na diagonal p acima
da diagonal principal e 0 em todo o resto, e E;,p = 1,... N, com 1 na diagonal p abaixo da

diagonal principal e 0 em todo o resto, pode-se provar que:

N N
k=1 k=1
o+l =, Ntl=0 (4.6)

com isso, as matrizes inversas (Ly)~! e (Uy)™! podem ser escritas na seguinte forma
explicita:

(Ly)™ = wg'E — wp?Qy + 05 *Qp% + -+ (DNwg" 1Oy (4.7)

(U™ = wg'E = wg*Py + 0o Py* + -+ (D" wg" TPy (4.8)
ao introduzir o seguinte polinémio,

on(2) = wy + w1z + Wy 2% + -+ wyzV (4.9)

e as equacoes (4.7) e (4.8), tem-se:

en(Er) = woF + w1 BT + wo(ED)? + -+ wy(EDY = Ly (4.10)

on(Ef) = woE + 0, Ef + w,(Ef)? + ++ + wy(EN)N = Uy (4.11)

Define-se a operagcdo de truncamento, truncy(:), que trunca a série de poténcias

e(2),
0(2) = ) wyz" (4.12)
no polinémio gy (2),
truncy(o(z)) Z wz* = oy (2) (4.13)
k=0
onde as seguintes propriedades sdo notadas:
truncy (yA(2)) = ytruncy (A(2)) (4.14)
truncy (/1(2) + ,u(z)) = truncy (A(z)) + truncy (u(z)) (4.15)
truncy (A(2)u(z)) = truncy (truncy (A(2))truncy (1(2))) (4.16)
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Esses resultados sdo importantes, uma vez que é através deles que se demonstra que
operagbes matemadticas entre matrizes triangulares superiores (inferiores) podem ser

expressadas na forma de operacdes entre as suas respectivas séries de poténcias.

4.2 Eliminadoras

Um outro tipo de matriz que sera necessario é a matriz eliminadora. Tal matriz é obtida
através da eliminagdo de linhas da matriz identidade Ejx,. A matriz S, ., ., € obtida
omitindo as linhas de numero 14,13, ..., 1, da matriz identidade E,, ;.

Ao definir uma matriz A, x5, o produto de S ., - A possuird apenas as linhas de A de

numero diferente de 1y, 15, ..., 1. Por exemplo:

a1 A12 Qg3
A =021 QA a23], S, = O 1 2 (4.17)
a3; dszz dszz
a2 Qg3
a a a
S,A = [a21 azz a23]' AST = [azz ‘123],
31 32 33 Qzp Qs
S . AST = [aZZ a23] (4.18)
171 as; dsz

4.3.Derivadas fracionarias com matrizes triangulares superiores (inferiores)
4.3.1. Derivada fracionéaria esquerda

Considera-se uma funcdo f(t), definida no intervalo [a,b], de modo que f(t) = 0 para
t < a, tem-se que sua derivada fraciondria de ordem real esquerdaa (n — 1 < a < n) é:

1 f(t)dr

Tn—a) dt m' (a<t<b) (4.19)

a
aDr =

Através da metodologia de abordagem do método das diferencas finitas, define-se
primeiramente nds equidistantes de espagcamento h: t;, = kh (k = 0,1, ..., N), no intervalo
[a,b], onde t, = a e ty = b. Utilizando a definicdo de Griinwald-Letnikoff, pode-se encontrar

a seguinte relagado recursiva:

VEf(t
DE ~ ig D _ g “z(,) Ve k=01.,N (4.20)

Todos os N+1 pontos podem ser escritos na forma matricial:
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R=AVef (L) [ wo® 0 0 0 o 1t f
h=OVef(t,) w, @ w® 0 0 0 fi
h™VEf(E) | _ 11 4,@ w @ @@ 0 0 f2 (4.21)
: he . : ’
h=%Vef(tn-1) wy_1@ Wy, @ @@ @ 0 | frv-1
REVEF (ty) L oy@ oy 1@ w0,®@ @ @] fy
@ _ (% _
o = (-1) (]) j=01,..,N (4.22)
Pode-se, portanto, definir a matriz By como:
W@ 0 0 0 0
wl(a) a)O(a) 0 0 0
1 (a) (@) (@)
e K . =
wN—l(a) wz(a) wl(a) wo(a) O
wN (6{) wN—l(a) '.. wz(a) wl(a) o)o(a)_

Onde a sua multiplicagdo pela coluna de valores da fungdo f (k = 0,1, ..., N) resulta
na aproximacdo da derivada fracionaria aDg{f(t), k=01,..,N.
Como a matriz By é triangular inferior e, considerando as correspondentes derivadas

fracionarias esquerda ,Df e an, pode-se determinar:

i (DEF(D)) = D () (4.24)

4.3.2. Derivada fracionéria direita

Considera-se uma funcdo f{(t), definida no intervalo [a,b], de modo que f(t) = 0 para

t > b, tem-se que sua derivada fracionaria de ordem real direitaa (n — 1 < a < n) é:

a
tDb

(- Dn f = fDdr (@<t<h) (4.25)

" T(n—a) dt t)a-n+1’

A abordagem é a mesma do tépico anterior, de modo a obter-se a matriz FAEa)

_wo(a) wl(a) wN_l(a) wN(a) -
0 wo(a) wl(a) . O)N_l(a)
1 @ . @ . .
e (4.26)
0 0 0 w® @
| 0 0 0 0 (@)
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4.4.Solucdo numérica de equagdes diferenciais
Considere uma matriz (N + 1) X (N + 1) triangular inferior Ly e uma triangular
superior Uy e, ao numerar as linhas de 0 a N, pode-se adquirir as seguintes relagdes através

do uso das matrizes eliminadoras.

Ly o7 _ LN—l}
Solunfst =0 (4.27)
L L
S { NSy ={ ”‘1} 4.28
“US™Y = Wy (4:28)
L Ly_w_
So1,..k {UZ}S&,,_,J{ = {Uz—i—i} (4.29)
L Ly_p_
SN—k,N-k+1,.,N {UN}SAT/—k,N—kH,...,N = {UN k 1} (4.30)
N N—k—1

Ou seja, a multiplicacdo mantém a estrutura da matriz triangular e apenas reduz o seu
tamanho por k+1 linhas e k+1 colunas.

Primeiramente é necessario utilizar as condi¢des iniciais do problema em questao para
transforma-lo em um com equacdes diferenciais de condic¢des iniciais nulas.

Em seguida, utiliza-se as respectivas matrizes discretas para substituir os termos
derivativos e obter o sistema de equacgdes algébricas.

Por exemplo, considere a equacao diferencial fracionaria de m termos, dado por:

0y <o, < <apy

n—-1<ag,<n (4.31)

> me@®D%y () = £,
k=1

onde D% é a derivada de ordem «a;, esquerda pela definigdo de Riemann-Liouville

ou Caputo. Define-se as seguintes varidveis:

PY) = diag(pi(te) pr(tr), o Pr(tn)) (4.32)
Yy = (to), y(t1), ., y(tn))T (4.33)
Fy = (f(to), f (1), oo, f(E)T (4.34)
com isso, pode-se escrever a equacado (4.31) no seguinte formado:
m
PYOBN<Yy = Fy (4.35)
k=1

Pode-se utilizar a seguinte operacdo com o uso dos eliminadoras para determinar o

sistema linear algébrico que possui a resposta:

m

Kk

{50,1,...,11—1{ P,5 )ng}s&,...,n} {50,1,...,n—1YN} = SO,I,...,n—IFN (4.36)
k=1
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A solucdo desse sistema, junto com os valores iniciais fornecidos, permite encontrar a

solucdo numeérica da equacao diferencial (4.31) sob condigdes iniciais nulas.

4.5.Método do passo largo (“Large Step”)

Uma das dificuldades da técnica apresentada anteriormente é que quando se utiliza
um intervalo de simulagdo muito longo, ou um espagamento entre nés muito pequeno, as
matrizes irdo apresentar dimensdes muito elevadas, o que pode vir a se tornar um problema.

Para contornar essa situacdo, uma das solucdes é utilizar o principio da meméria curta
(“Short Memory”). No entanto tal medida leva a uma solu¢do aproximada e, dependendo da
situacdo, pode apresentar erros consideraveis. [13,43]

Uma outra maneira de abordar essa situacao é aplicar a técnica apresentada em [47],
conhecida como “Large Step”, que consiste em solucionar a equacdo diferencial fracionaria
em um intervalo de tempo pequeno e utilizar a resposta obtida para solucionar novamente a
equacado diferencial fraciondria para um intervalo de tempo seguinte. Com isso, ao invés de
resolver apenas uma vez a EDF para um intervalo de tempo grande, soluciona-se ela em
diversos intervalos de tempo pequenos onde cada iteracao depende das respostas anteriores.

Por exemplo, dado o sistema abaixo:

GDEy(®) = fy(e),t), O0<a<1 (4.37)
y(0) =0 (4.38)
pode-se obter facilmente a solu¢do para um intervalo de tempo (0,a) através da metodologia

de [43], onde tem-se como valor final y, parat = a. O problema (4.37) pode ser transformado

em:
aDEy(t) = fy(6),t) — oPfy(8), t>a (4.39)
y(a) =y, (4.40)
onde
ofy() = ﬁfoa(t —D% Yy ()ydr, t>a (4.41)

A expressdo acima representa a contribuicdo do momento anterior de y(t) no
intervalo de tempo (0,a) para a solucdo da equacao diferencial em um novo intervalo (a,b).

Esse procedimento deve ser repetido até que o intervalo de tempo pretendido seja atingido.
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5. Dinamica do Osso

O foco desse capitulo é explicar os conceitos bioldgicos que estardo nessa dissertacgao.
Aspectos que envolvem a remodelagem &ssea, células responsdveis, metastase dssea e
modelos de tratamento s3ao alguns dos temas explorados.

Primeiramente é apresentado as principais células responsdaveis pela dindmica dssea, suas
caracteristicas e importancias, além de como sao formadas e morrem. Além disso, também
serd explicado como que essas células se relacionam entre si e o reflexo desse fen6meno na
remodelagem éssea.

Em seguida é explicado o processo de remodelagem do osso, que é dividido em cinco
etapas (ativacdo, reabsorcdo, reversdo, formacdo e conclusdo) e como que elas estdo
relacionadas.

O tépico seguinte trata do fenOmeno de metastase dssea. Compreender como que a
doenca funciona, evolui e afeta outras células é de fundamental importancia para a melhora
nos métodos de tratamento.

Por ultimo serd apresentado alguns métodos de tratamentos utilizados atualmente na
medicina para curar o cancer, além de uma explicacdo simplificada do modo de atuacdo de

cada um.

5.1.Regeneracédo do 0sso

O mecanismo de remodelagdao do osso é alvo de constante pesquisa, uma vez que a
compreensao do seu funcionamento ¢é fundamental para o desenvolvimento e
aprimoramento de terapias. O esqueleto é um 6rgao altamente especializado e é constituido
por tecidos de conexdo, canais, cavidades e células especializadas [30].

Ao longo do seu desenvolvimento e maturidade, o osso apresenta uma regenerag¢ao
periddica no qual pequenas partes do 0sso antigo é substituido por um novo. O motivo de tal
processo ainda ndo é completamente compreendido pela ciéncia, no entanto sabe-se que ele
colabora para reparar danos por fadiga e prevencao de acumulo de osso antigo [21].

Existe dois tipos de células que sdo as principais responsaveis por esse processo: 0s
osteoclastos, que removem o 0sso antigo através da acidificacdo e digestao proteolitica, e os

osteoblastos, que formam o novo osso através da secrecao de ostedides.
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5.2.Formacao e morte dos osteoclastos e osteoblastos

Os osteoblastos sdo formados através da medula dssea por células mesenquimais
multipotentes (nucleo alongado e cromatina condensada) que chegam ao osso pela migragao
dos progenitores de tecidos conectivos vizinhos. Tais células sdo estimuladas através de
proteinas morfogenéticas do osso (BMP), vitamina D, entre outros. Os osteoblastos
apresentam o receptor ativo para PTH (hormonio paratireoide) e RANKL, que é o ligante de
RANK, e podem estimular a producdo de osteoclastos (na presenca de c-fms) ou inibir a
producdo dos mesmos (através da producao de osteoprotegerina). A morte dos osteoblastos
é causada por sua apoptose (autodestruicdo da célula) ou diferenciacdo em ostedcitos, que
contribuem para a remodelagem do osso, uma vez que possuem RANKL [49].

Jd os osteoclastos também s3o formados pela medula déssea, mas suas células
precursoras sdao hematopoiéticas mononucleadas que atingem o osso através da circulagdo
sanguinea. Essas células apresentam c-fms (fator estimulador de col6nias de macroéfagos) e
RANK (receptor ativador de NF-B) que na presenca de CSF-1 (fator estimulador de col6nia 1)
e RANKL (ligante de RANK) podem se diferenciar em osteoclastos. O fim da vida do osteoclasto
também é causado por sua apoptose [4,51].

O controle do desenvolvimento e diferenciacdo dos osteoclastos e osteoblastos é
comandado através da medula éssea através de fatores de crescimento, citocinas, sinais e

alguns hormonios através de alguns processos bioquimicos complexos [1,7,48].

5.3.Remodelamento do osso
O processo de remodelamento do osso ocorre em regidoes especificas através dos
osteoblastos e osteoclastos em estruturas temporarias denominadas de unidade multicelular
basica (BMU). Sdo nessas unidades que acontecem as etapas de ativacdo, reabsorcdo,
reversao, formacdo e conclusdo [21,48].

e Ativacgdo: O processo iniciasse com o recebimento de um sinal, como horménios (PTH
e estrogénio), falhas estruturais, entre outros. Tais sinais reduzem os niveis de TGF- 8
(que inibe a formacdo de osteoclastos) através da apoptose de ostedcitos. O resultado
induz o recrutamento de osteoclastos para a regido.

e Reabsorcdo: Em resposta ao PTH, osteoblastos produzem a quimiocina MCP-1
(proteina quimioatrativa de mondcitos-1), o que é atrativa para os precursores dos
osteoclastos. Além disso, os niveis de CSF-1, RANKL e OPG também sao regulados em
resposta ao PTH (aumento do primeiro e segundo e reducdo do terceiro) de modo a
favorecer a proliferacdo de osteoclastos.
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e Reversao: Nesta fase as lacunas no osso geradas pela reabsor¢do sao preparadas para
o processo de formacao do osso através da remocao de colageno nao digerido da fase
anterior. Tal tarefa é desempenhada por células mesenquimais e macréfagos.

e Formacado: Nesta etapa ocorre a formacgao de 0sso nos locais onde ele, anteriormente,
sofreu reabsorcdo. No entanto, os mecanismos e sinais que coordenam essa transicao
ndo sdo totalmente compreendidos. Fatores liberados no osso durante a reabsorc¢ao
como IGF-1,1l (fator de crescimento de insulina | e Il, respectivamente) e TGF-  podem
estar envolvidos nessa etapa, bem como a hipdtese de que osteoclastos produzem
fatores de acoplamento, responsaveis por atrair osteoblastos até a regidao em questao.
Tais fatores incluem semaforinas e efrinas.

e Conclusdo: Quando uma quantidade igual ao do osso reabsorvido fora formada, o ciclo
de remodelamento esta concluido e uma nova fase esta pronta para ser iniciada.

5.4.Tumor e seus efeitos

A metdstase éssea, apesar de ser uma doenca muito estudada atualmente, ainda nao
é completamente compreendida. O surgimento do tumor se da através de um aumento
descontrolado do processo de divisdo celular e pode se estender para outros érgdos de uma
maneira bem rdpido. Com isso, o estado da doenga pode se agravar e a cura acaba ficando
muito mais dificil.

O tumor ésseo normalmente é formado por um desequilibrio entre o processo de
absorcdo e formacdo dssea. Quando a formacdo do osso é predominante, chama-se
metastase osteobldstica, ja a metdstase osteolitica se da quando o processo de absor¢ao
supera o de formacdo. No caso dessa dissertacdo sera abordado a metastase osteolitica
referente ao mieloma multiplo.

O crescimento do tumor primario é estimulado através de horménios produzidos pelas
proprias células cancerigenas (efeito autdcrino) e/ou pela presenca de TGF- . Algumas dessas
células cancerigenas podem invadir vasos sanguineos e atingir novos alvos.

Um dos alvos pode ser o osso. Uma vez instalado nele, ocorre o surgimento de uma
nova colonia que consegue interagir com as outras células presentes (osteoclastos e
osteoblastos), estimulando o processo de absorcdo do osso e inibindo o de reconstrucdo
através do mecanismo de RANKL-dependente e RANKL-independente.

Durante a absorgao do osso ocorre a produgdo de TGF- [, o que acaba por estimular a
proteina relacionada a PTH (PTHrP) nas células metdsticas. Tal proteina combina-se com os

receptores PTH dos osteoblastos, reforcando a secrecdao de RANKL e, consequentemente, a
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formacao de osteoclastos e uma maior taxa de absor¢cdo do osso. Como consequéncia, a

atividade dos osteoclastos ird produzir mais TGF- 8 e criar um ciclo vicioso [5,6].

5.5. Tratamento

A escolha do tratamento da metdstase dssea deve ser pensada de acordo com os
sintomas do paciente e seu estado de saude. Os principais objetivos do tratamento s3o a
eliminagdo das células cancerigenas, controlar o crescimento do tumor, diminuir a dor e
permitir que o paciente tenha uma vida ativa. Vale ressaltar que atualmente apenas é possivel
controlar o crescimento do tumor, ndo existindo uma cura total para a doenga [27].

O mieloma latente é quando a doenca esta em estagio primdrio e o paciente nao
apresenta nenhum sintoma. Nessas situagcdes o paciente deve ser constantemente
monitorado para que o tratamento tenha inicio logo que os primeiros sintomas surjam.

Quando o quadro de sintomas aparece, da se inicio a terapia com o uso de farmacos
com ou sem o uso de esteroides com o objetivo de controlar a doenca e permitir uma melhora

na qualidade de vida do paciente.

5.6.Terapias direcionadas

As terapias direcionadas buscam atacar especificamente genes do cancer, proteinas
ou tecidos que permitem a instalacdo e desenvolvimento da doenca. Tais métodos
apresentaram bons resultados de modo a estimular a investigacao de novas tipos de farmacos.

Alguns farmacos conhecidos sdo a lenalidomida e pomalidomide, que impedem o
crescimento do tumor no osso bloqueando as células cancerigenas de obterem nutrientes via
vasos sanguineos [35,36].

Outro tratamento bem comum é o uso de inibidores de proteassoma para inibir certas
enzimas, chamadas de proteassoma, que digerem proteinas nas células, o que acaba por
deixar as células do mieloma vulneraveis. O bortezomib e o carfilzomib s3ao alguns exemples
desses farmacos [22].

Os bifosfanatos sdo farmacos que previnem o aumento de célcio no sangue e acaba
por auxiliar no tratamento de alguns sintomas da doenca, como a hipercalcificacdo. Tem-se
mostrado um excelente aliado no combate ao cancer e estd cada vez mais sendo utilizado

[17].
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A utilizacdo de fdrmacos que visam destruir células cancerigenas é conhecida como
quimioterapia e podem ser administrados via oral ou intravenosa. Alguns desses tipos de
farmacos incluem melfalano, etoposideo e carmustina [2,19].

Caso o tratamento utilizado ndo obtenha sucesso, a doenca pode ser classificada como
avancada ou terminal e é importante apresentar apoio ao paciente. Além disso, deve-se fazer

com que esse esteja confortavel fisicamente e livre de dores.
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6. A farmacocinética e a farmacodinamica

A farmacologia clinica é a area da farmacologia que estuda o efeito de farmacos em
humanos. Compreender esses efeitos possibilita 0 médico prescrever uma boa terapia para o
paciente e otimizar o seu tratamento, uma vez que o regime de medicamento (dosagem,
frequéncia, duracdo e etc) depende de um forte entendimento de sua acdo.

Quando um paciente apresenta algum sintoma é feito uma avaliagdo e depois o
diagndstico. Com isso, e com os conhecimentos da a¢do do medicamento, é possivel
prescrever um determinado regime de farmacos apropriado para a cura da doenca e o bem-
estar do paciente.

Ao longo dos ultimos anos grandes avancos foram feitos no desenvolvimento de
ferramentas sofisticadas e precisas para determinar a concentracao do farmaco no plasma
sanguineo, o que possibilitou uma melhor compreensdo da relagdao entre a farmacocinética,
que estuda a concentracao do farmaco ao longo do tempo, e a farmacodinamica, que é o
estudo da acdo/poténcia do farmaco [20].

Esse capitulo foca em explicar essas duas areas da farmacologia clinica, de modo que o
leitor possa compreender como que tais conceitos se relacionam com a terapia para o
mieloma multiplo. Primeiramente serd analisado a farmacocinética no que tange a sua
definicdo, representacdes bioldgicas e modelos matematicos. Depois sera feita a analise dos

mesmos tépicos mas para o conceito de farmacodinamica.

6.1.Farmacocinética
6.1.1. Introducéo

A farmacocinética estuda o caminho de absor¢ao, distribuicao e elimina¢cao da droga
ao longo do tempo no corpo humano. O entendimento de tais dados permite que o médico
escolha a melhor rota de administracdo, concentracao da dose e frequéncia de administracdo
de modo a obter uma boa resposta farmacoldgica, enquanto reduz a toxicidade [15].

O processo de absorcao é bem varidvel e depende de propriedades fisico-quimicas do
farmaco e seu deslocamento pelas membranas de células se dd predominantemente por
difusdo. Os principais meios de administracdo se ddo por via oral, por ser econdémica, segura
e conveniente e por via intravenosa, que apresenta uma melhor absorcao.

A distribuicdo do farmaco ocorre através do sistema circulatdrio do corpo por meio de

gradientes de concentracao, pH local, proteinas de transporte, entre outros.

26



Ja a eliminacdo pode ser feita pela urina ou pela metabolizacao feita pelos rins, como
é o caso de farmacos lipo-soluveis, ou bile [20].

Como é inacessivel medir a concentracdo do farmaco no local de sua acdo (situacdo
ideal), sua medi¢cdo normalmente é feita através do plasma sanguineo ou, em alguns casos,

pela urina e saliva.

6.1.2. Modelos

6.1.2.1. Compartimentos

O modelo da farmacocinética possui uma estrutura hipotética que é utilizada para
descrever o destino do farmaco em um sistema biolégico.

No modelo de apenas um compartimento o corpo é analisado como uma unidade
homogénea. Ou seja, o farmaco se distribui instantaneamente por todo o corpo e atinge o

equilibrio entre tecidos. Tal modelo é esquematizado pela figura 5.

- Single component -

Figura 5. Modelo de um compartimento (extraido de [15]).

Outro modelo é considerar dois compartimentos, onde o corpo é “dividido” em
compartimento central, com tecidos altamente perfundidos (coracdo, cérebro, pulmdo e
outros) e periférico, com tecidos menos perfundidos (pele, gordura e musculo). Tal modelo
assume que o farmaco entrard primeiramente no compartimento central e se espalhara
através deste e do periférico. O modelo é representado pela figura 6.

A figura 7 mostra como a concentrag¢ao de farmaco no plasma se altera ao longo do
tempo. Inicialmente a concentracdo diminui rapidamente até o momento em que os

compartimentos atingem o equilibrio.

Peripheral

Drug in k
- Central -

Figura 6. Modelo de dois compartimentos (extraido de [15]).
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Time
Figura 7. Alteracdo da concentracdo de um farmaco no plasma no modelo de dois compapartimentos
(extraido de [15]).

6.1.3. Aplicagdes

Dado a concentragdo de farmaco que ainda ndo foi absorvida, Cy(t), e a concentragdo
do farmaco no plasma, C,(t), o modelo de um compartimento pode ser descrito pelos

seguinte sistema de equacdes diferenciais.

dC,(t)
—= = —kaCy(8) (6.1)
dC,(t)

dt

onde k, e k; sdo as taxas de absor¢do e eliminagdo, respectivamente.

= kqCy(t) — kqCp(t) (6.2)

Para uma administracdo oral de apenas uma dose de concentracdo inicial Cg(O) = Cy

pode-se obter a concentragdo do plasma, C,(t), através da transformada de Laplace.

Cp(s) =C

O(s+ ky)(s + kg) (6:3)

Pela equagao acima, a resposta no tempo para uma administracdao de dose Unica é

dada por:

k
C,(0) = coﬁ (e kat — g~kat) (6.4)
a d

A figura 8 mostra como varia a concentracao de um farmaco no plasma apds uma Unica

administragdo oral. Os parametros foram C, = 0.008, k, = 3 e k; = 0.5.
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= 10

[
s

Dirug Concentration, C (1)
15

]

b 2 s s s 0
time[days]
Figura 8. Modelo farmacocinético para a administragédo de uma dose oral (extraido de [11]).

Para uma administracdo de diversas doses, assumindo todas com concentracoes
iniciais Cy e administradas em intervalos de tempo constante, 7, a concentragdo do farmaco
no plasma para a “n-ésima” dose sera:

1— e_nkaT

ka 1— e—nkdr , ,
_c gt! _1TC Ykt 6.5
Oka_kd(l—e_kdre 1—€_k‘1re ) ( )

C,(n,t")

ondet’' =t — (n— 1)t representa o tempo corrido apos a “n-ésima” dose.

Apds um elevado numero de doses a concentragdo atinge o seu estado estacionario,

dado por C,__ = Co

Dss a
A figura 9 mostra o modelo farmacocinético para multiplas doses de administracao

diaria (t = 1,C, = 0.008,k, = 3, kg = 0.5).
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Figura 9. Modelo farmacocinético para multiplas doses (extraido de [11]).
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6.2. Farmacodinamica
6.2.1. Introducéo

O estudo dos efeitos do farmaco no processo fisioldgico e bioldgico é realizado pela
farmacodinamica. A maioria desses efeitos se da por conta da interacdo do farmaco com
macromoléculas especificas (enzimas, ions, proteinas, entre outros) que induzem mudancgas
bioquimicas ou fisioldgicas.

O local de agdo do farmaco é um receptor que normalmente ligasse a um regulador
enddgeno (hormonio, neurotransmissores e fator de crescimento), no entanto a fungdo do
receptor alterasse ao ligar com o farmaco. Esse conceito de ligagdo é chamado de farmaco-
receptor [23].

Farmacos que imitam o efeito do regulador enddgeno sdo classificados como
agonistas. J& o termo antagonista é dado para farmacos que bloqueiam o efeito desses
reguladores enddégenos. Quando a ligacdo farmaco-receptor atinge uma escala mais elevada,

ou seja, diversas células, pode-se criar um efeito a nivel de 6rgao ou até mesmo do paciente.

6.2.2. Modelamento

O efeito do farmaco, d(t), é descrito por uma fun¢do de Hill dada por:

Cp ()
Cso(t) + €, (D)

onde Cs5((t) representa a concentragdo para 50% do efeito maximo. O valor de d esta entre O

d(t) =

(6.6)

e 1, tal que zero representa nenhum efeito do farmaco e um representa o efeito maximo.

A resisténcia ao farmaco pode ser descrita por:

Cs0(t) = f()C55* (6.7)
t

fH)=1+ Krf max{0, L, — C,(7)}dt (6.8)
0

onde a concentragao baixa de fdrmaco no plasma induz uma maior resisténcia ao farmaco.
Com isso, o mesmo efeito do farmaco soé pode ser atingido com uma maior concentrag¢ao no
plasma. Tal modelo é o mesmo utilizado em [42].

A varidvel Cg’gse representa o valor inicial de Cs,, enquanto que K, é a capacidade de
aumento da resisténcia ao farmaco no caso de uma queda na concentragao do plasma. L, é o
limiar de concentracdo do plasma que permite um aumento na resisténcia ao farmaco.

A figura 10 mostra o efeito do farmaco ao longo do tempo. Pode-se notar que Cs(t) =

0.1.
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Figura 10. Modelo farmacodinamico de um farmaco (extraido de [11]).

6.2.3. Efeito de multiplos farmacos
Atualmente é muito comum utilizar uma combinacdo de farmacos para otimizar a
terapia. O uso de multiplos farmacos pode afetar diversos alvos ou doengas simultaneamente
ou potencializar o seu efeito sobre um unico alvo (acdo sinergista). Tais beneficios
estimularam o estudo a respeito dessa metodologia e sua aplicagao para o tratamento de
doencas.
De modo a quantificar o efeito sinergista (ou antagonista) da combinacao de farmacos,

o indice de combinacdo CI, definido em [8], pode ser descrito pela seguinte equacao:

G I G P o YR )%
€)1 G2 i d/(A—d) " (Cs0)2d/(1—d)

onde (Cp); € a concentragdo necessaria do farmaco i quando combinada com outro farmaco

CI

(6.9)

para produzir o mesmo efeito d da concentracao Cpi do farmaco i quando tomada sozinha.

Se CI = 1, a combinagdo de farmacos apresenta efeito aditivo, o que significa que os
efeitos dos farmacos sdo mutualmente excludentes. Quando 0 < CI < 1, a combinacdo
apresenta carater sinergista. Caso CI > 1, o efeito é antagonista.

Pode-se rearranjar a equacao (6.9) de modo a isolar o termo referente ao efeito do

farmaco combinado, obtendo:

(Cp)l + (Cp)z

d,, = (Cs0)1 = (Csp)2
! (Cp)l (Cp)z
R [(ZS R (P

Essa combinacdo de modelos farmacocinético e farmacodinamico da origem ao

(6.10)

+

chamado sistema PK/PD para um farmaco.
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7. Analise de dados e aplicacdes

A analise de dados tem sido cada vez mais alvo de estudos atualmente, devido a sua dada
importancia. Em diversas dreas da ciéncia utiliza-se informac¢des de uma base de dados para
criar modelos, estimar parametros, fazer previsoes e etc [10].

No entanto, em muitas areas, principalmente na medicina, os dados disponiveis
apresentam algum erro ou informacao faltando por diversas razées. Outro problema pode ser
a enorme quantidade de dados referente a uma amostra, o que dificulta a interpretacao,
conclusdo e criacdo de um modelo.

Nos ultimos anos foram criados diversas metodologias e abordagens para filtrar dados
com informacdes faltando e/ou erradas, além de buscar correlagbes entre os diversos dados
de uma amostra, de modo a reduzir a quantidade de informacgdes [10,34].

Essa dissertacdo ndo foca na metodologia de filtragem e correlacdes de uma base de
dados, mas sim na etapa seguinte, onde busca-se reduzir uma grande quantidade de amostras
em apenas alguns pontos representativos. Para tal, é utilizado o conceito de clustering.

O tépico seguinte apresentara uma forma de, dado os pontos representativos de uma
curva, encontrar o valor de parametros de uma equacdo diferencial que representa essa
curva.

Esse capitulo servira de base para o assunto tratado no capitulo 10, no entanto ndo sera
apresentado um grande detalhamento e demonstracdes dos métodos. Caso o leitor queira se

aprofundar sobre o tema, pode consultar os artigos referentes ao assunto nas referéncias.

7.1.K-means Clustering

O conceito de clustering possui muitas utilidades, como reducdao de dados,
reconhecimento de padrdes, classificacdo, entre outros [29]. A definicdo de um bom cluster
depende muito de sua aplicacdao e atualmente existem diversos métodos para encontrar
clusters através de certos critérios.

Dentre as formula¢cdes baseadas em minimizar uma funcdo objetivo talvez a mais
famosa seja o k-means clustering, onde, dado uma base de dados com n pontos em um espaco
R% e um nimero inteiro k, o problema é determinar um conjunto de k pontos em R,
definidos como centros, de tal modo a minimizar a distancia média quadratica de cada ponto

da base de dados para o seu centro mais proximo.
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Uma das heuristicas mais famosas para solucionar problemas de k-means clustering é
baseado em um processo iterativo para encontrar um minimo local. Esse algoritmo é
comumente conhecido como k-means algorithm, ou Lloyd algorithm, devido a seu criador
[14,16].

Tal método é baseado na no¢ao de que o local 6timo de um centro estara no centroide
do cluster associado. Dado um conjunto de k centros Z, para cada centro z € Z, denomina-se
V(z) a sua vizinhanga, ou seja, o conjunto de pontos da base de dados na qual z é o vizinho
mais proximo. Cada estdgio do Lloyd algorithm desloca cada ponto de centro z para o
centroide de V (z) e atualiza o valor de V (z) através do recélculo da distancia de cada ponto
para o seu centro mais préximo. Repete-se esses passos até que algum critério de
convergéncia seja atendido [14,16].

A simplicidade e flexibilidade desse algoritmo faz com que ele seja muito util em
andlise estatistica. No entanto, tal algoritmo pode trazer um custo computacional muito
elevado se for implementado de maneira direta, sem uma analise prévia dos dados. Por isso
que as etapas citadas no inicio desse capitulo, referente ao tratamento de dados é
extremamente importante.

Em [29] fora feito um estudo referente ao uso de clusters para escolher pontos
representativos para uma determinada base de dados grande. Os dados eram provenientes
de um estudo sobre radiacdo em um certo circuito elétrico, levando em conta a temperatura
e o local onde fora realizado. A figura 11 mostra a relagdo entre a intensidade de radiacao
gama e o respectivo pico de amplitude da corrente elétrica no circuito obtidos nos diversos

experimentos.

Fac 3, Temp 75

log peak amp

T T T T T
18 20 2 24 2%

log dose rate

Figura 11. Dados obtidos em um estudo sobre radiacdo em um circuito elétrico (extraido de [29]).
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Para solucionar esse problema, fora implementado um algoritmo que utiliza os
mesmos conceitos do Lloyd algorithm com apenas algumas alteragbes. O resultado é

mostrado na figura 12 para a temperatura de 252C.
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Figura 12. Resultado do processo de clustering (extraido de [29]).

Fora decidido utilizar 6 clusters e ignorar a influéncia do local de realizacdo do
experimento. Caso fosse decidido por nao ignorar esse fato, os dados referentes deveriam ser
separados e analisados isoladamente.

Os dados apresentados possuem um comportamento quase linear. Os clusters 4 e 5
estdo sobrepostos devido a concentracdo de dados na regido, enquanto que os outros estdo
mais espacados. Ja os pontos representativos que foram escolhidos como mais

representativos sdo os centros de cada cluster.

7.2.Estimar parametros em equacodes diferenciais

A estimacdo do valor de parametros de uma equacdo diferencial é algo comum e
fundamental para a criacdo de algum modelo dindmico que encaixe em dados obtidos
experimentalmente. Normalmente o processo é realizado através do uso de duas técnicas:
uma para resolver a equacao diferencial numericamente e outra para encontrar o valor do
parametro. Vale ressaltar que esse método sé funciona para o caso onde a “estrutura” da
equacado diferencial é conhecida e o usudrio tenha alguns valores da relacdo entre os pontos
do dominio e contradominio da funcdo (obtidos experimentalmente, por exemplo) e o
objetivo é apenas determinar o valor de seus parametros.

Para solucionar uma equacao diferencial de modo numérico existe diversos métodos,
entre eles o de Runge-Kutta e o das matrizes triangulares, que pode ser utilizada para o caso
de equacdes diferenciais de ordem fracionaria. Tendo em vista o foco dessa dissertacao, esse
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ultimo método é o que serd escolhido e uma melhor descricdo sobre o seu funcionamento
pode ser encontrado no capitulo 4.

J& para estimar o valor de parametros pode-se utilizar, através de algoritmos, o
conceito de minimos-quadrados, séries de Taylor e de gradiente. Nessa dissertacao serd
utilizado um método que mescla esses conceitos, conhecido como método da maxima
vizinhanga.

Tal método fora desenvolvido por [33] e realiza uma interpolacdo 6tima entre o
método da série de Taylor e o método do gradiente, de forma que a interpolacgdo seja baseada
na vizinhanga maxima na qual a série de Taylor truncada resulte em uma representacgdo
adequada do modelo ndo linear. Um maior aprofundamento sobre o algoritmo e outras
referéncias pode ser encontrado em [33] e na bibliografia dessa dissertacao

Seja E(y) o valor esperado da varidvel dependente y, de tal forma que:

EQy) = f(x1, X2, o X3 B, By -, Br) = f(x, B) (7.1)
onde x4, X, ..., X;, S3o varidveis independentes e 1, B, ..., fx sd0 0s parametros a serem
determinados.

Denomina-se os pontos obtidos experimentalmente como:

Y, X1, Xai0 ooy Xomi), i=12,..,n (7.2)

O problema é estimar os parametros de modo a minimizar a fungao:

n
@ = Z(Y- -7)° (7.3)
l l
i=1
onde 171 é o valor encontrado em (7.1) para o i-ésimo ponto.

Desse modo, a combinacdo de ambos os métodos (matrizes triangulares e maxima
vizinhanca) permite estimar os valores de parametros de equacdes diferenciais. Através de
uma estimativa inicial desses valores, calcula-se a resposta das equacdes diferenciais pelo
método das matrizes triangulares e o erro em comparacdo aos dados obtidos
experimentalmente. Utilizasse o método da nova vizinhang¢a para atualizar o valor dos
parametros e realizar novamente o processo, até que a curva da equacdo e os dados obtidos

estejam o mais préximos possivel.
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8. Estudo dos modelos dinamicos

Neste capitulo serda apresentado os modelos dinamicos de ordem fracionaria da
remodelagem do osso para diferentes quadros clinicos, bem como a relacao que existe entre
cada parametro das equacgdes e o significado biolégico. Tais modelos servirdo de base para o
desenvolvimento dos proximos capitulos.

O primeiro modelo analisado é de um quadro clinico onde ndo ha doenga, ou seja, de uma
pessoa sadia. Tal modelo fora desenvolvido por [26] e leva em consideragao o comportamento
dinamico das células osteoclastos e osteoblastos e seu reflexo na densidade dssea.

A implementac¢do da doenga mieloma multiplo ao modelo anterior é proposto em [3] e
[11]. Uma nova varidvel que representa a populacdo de células cancerigenas sera introduzida
ao sistema, bem como novos parametros referentes ao efeito da doenga na dinamica dos
outros tipos de células.

Em [3] é sugerido um modelo dinamico para o tratamento da doencga através do uso de
inibidores de proteassoma. No momento que iniciasse a terapia ocorre uma altera¢do no valor
de alguns parametros, referentes ao efeito das drogas no paciente.

Jad em [11] é feito a implementacdo dos conceitos farmacocinéticos e farmacodindmicos
para o tratamento da doenca mieloma multiplo, via bifosfanatos, denosumab e quimioterapia.
Desse modo o modelo fica mais completo em termos bioldgicos, pois leva em consideragao o
nivel de concentracdo do farmaco no paciente e seu respectivo poder de acao.

Por fim, o estudo de tais modelos dindmicos utilizando derivadas fracionarias é realizado
em [9]. Pode-se notar que quando a ordem das derivadas é reduzida o sistema apresenta um
comportamento dinamico mais amortecido e lento, por outro lado valores elevados levam a
uma maior oscilacdo e rapidez.

Vale ressaltar que o valor de alguns parametros utilizados nos modelos [3,9,11,26] foram
escolhidos de modo que o sistema apresentasse um comportamento qualitativo do que se
sabe da dinamica das células. Atualmente ainda ndo ha na literatura medicOes feitas para
esses parametros, uma vez que o estudo in vivo pode ser invasivo, além de necessitar de um
comprometimento por parte do paciente em ter o seu quadro clinico acompanhado por um

extenso periodo, o que dificulta bastante os estudos e medi¢cdes de tais parametros.
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8.1.Caso sem tumor e sem tratamento
8.1.1. Estudo com termo derivativo inteiro

O primeiro modelo analisado é para o caso onde ndo ha tumor e tratamento, ou seja,
uma pessoa sadia. Nesse caso a dinamica da populagdo de osteoclastos, osteoblastos e a
densidade dssea serd estudada para um ponto discreto do osso [26].

O modelo apresenta trés equacoes diferenciais. A primeira refere-se a dindmica dos
osteoclastos, responsaveis pela remogdo do osso antigo, a segunda sera sobre os
osteoblastos, cuja funcdo é de reconstrucao do osso, e, por fim, a densidade dssea, que resulta

das atividades realizadas por essas células. Tais equag¢bes sdo dadas por:

T acmB@ - g 8.1
PO — wcmeB@o= - p50) (82
dz(tt) = —k,; max{0, C(t) — Cs} + k, max{0, B(t) — B} (8.3)

Os numeros de células de osteoclastos C(t) e de osteoblastos B(t) sdo as variaveis do
sistema para um determinado instante t, e possuem C(0) = C, e B(0) = B, como valores
iniciais. A producdo de cada uma dessas células afeta o desenvolvimento de si mesmas e/ou
do outro tipo de célula. Esses efeitos sdo denominados autécrinos e paracrinos, representadas
Por g11, 922, 912 € gz1respectivamente. Tais parametros sao adimensionais.

Nesse modelo o parametro g,; representa a razao entre o RANKL e OPG produzido
por osteoblastos e que tem efeito pardcrino na populagdo de osteoclastos. Como o efeito
predominante é do OPG sobre o RANKL, o valor dessa variavel é assumido negativo.

O parametro g,, representa o efeito autdcrino dos osteoblastos. Sua influéncia na
maturacdo de novos osteoblastos é muito pequena e, por isso, apresenta valor nulo ou
préximo disso.

O efeito autdcrino dos osteoclastos g;; possui uma grande influéncia no
comportamento dinamico do sistema. Ja o parametro g, controla a formagdao de
osteoblastos.

As varidveis a4, a,, B, e [, representam a taxa de produgdo e morte de cada tipo de
célula, respectivamente e possuem como unidade dia™!. Seus valores foram estimados em

[26].
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A variavel z(t) representa a densidade dssea (expressa em porcentagem) em um
determinado instante t. Nesse caso o nimero de osteoclastos e osteoblastos acima de seu
estado estaciondrio Cgs e Bgg sao proporcionais a destrui¢ao e formagao do 0sso, cujo os
parametros k, e k, representam essas taxas, respectivamente. Suas unidades sao dadas por
% células~1dia™t.

O estado estacionario é obtido quando dC(t)/dt = dB(t)/dt = 0. Esse sistema

possui o estado estaciondrio nao trivial dado pela seguinte expressao:

ﬁl (1-g22) ﬁz %
=) (@) .
B1 % B % (8.5)
Bss = (071) (072) |

onde Q = g12921 — (1 — g11)(1 — g22)- A estabilidade do estado estaciondrio de um sistema
ndo linear para pequenas perturbacdes pode ser calculada analiticamente através de sua

linearizacdo por série de Taylor. O calculo do Jacobiano para os pontos de estado estaciondrio

sera:
911—1pg21 _ 911 RI921—1
J(C,B) = [051911C ?1 B1 @1921C B—1 ] (8.6)
azguC‘g“ B Y922 azgzzcglngzz — ﬁz
para a solucdo nao trivial,
-1 B
](CSS, BSS) — ﬁl(gll ) ,31912 CSS/ SS (8.7)

B2921 Bss/Css  B2(gaz — 1)

O sistema possuira solugdes periddicas se tr(J) = 0, portanto:

tr() =¥ =p1(g11 — D+ B2(gz — 1) =0 (8.8)

Se W > 0 (onde W é préoximo de 0) o sistema ficard instavel e divergird do estado
estaciondrio ndo trivial. O sistema apresentara oscilacbes amortecidas que convergirdo para
o estado nado trivial Cgs e By se W < 0.

O resultado da simulagdo para os seguintes parametros, baseados em [26], a; =
3dia™!, a, =4dia™%, g, =0.2dia™!, B, =0.02dia™?, g;; = 0.5, g1 =1, g1 = —0.5,
g22 = 0, ky = 0.24% células™'dia™? e k, = 0.0017% células *dia™! e com condicdes

iniciais dadas por C, = C4s + 10, By = Bss € zo = 100% é ilustrado na figura 13.
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Figura 13. Dinamica das populag¢des provocadas por um distarbio na populacéo de osteoclastos
(extraido de [9]).

Nesse caso o valor W = —0.12 ndo é suficientemente préximo a zero para exibir
oscilagdes amortecidas. No entanto, alterando o valor dos parametros para g1 = 1.1, k; =
0.0748% células™'dia™', e k, = 0.0006395% células~'dia™!, tem-se ¥ bem préximo de

0 e o sistema apresenta oscilacdes estdveis periddicas. A figura 14 ilustra o resultado dessa
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simulagao.

Figura 14.Dindmica das popula¢c6es com remodelacdo constante (extraido de [9]).

Em ambos os casos apresentados, pode-se notar que o aumento no numero de
osteoclastos acima do seu estado estacionadrio devido a algum distirbio provoca um
respectivo aumento na producdo de osteoblastos. Esse aumento, consequentemente, faz com
gue a populacdo de osteoclastos diminua e o sistema busque o seu estado estacionario.

A densidade ossea inicialmente sofre uma queda, uma vez que o aumento na
populacdo de osteoclastos intensifica o processo de destruicdo do osso, mas depois retoma o
seu valor inicial a medida que o sistema converge para o estado estacionario. As linhas escuras

mostram o valor do estados estacionarios Cgce Bgs.
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8.1.1. Estudo com termo derivativo fracionario

Em [9] é realizado o implemento das derivadas fracionarias através da substituicdo do

termo derivativo das equagdes (8.1, 8.2 e 8.3) pela defini¢do de derivada de Caputo, dada por:

t a—-1
( Lf(‘L')d‘L' seaeR™
DEF(E) = { (@, sea =0 (8.9)
L CDt“_[“] FRE f(t) seaeR"

onde o termo a € R é a ordem da derivada. Vale notar que caso @ = 1, tem-se a definicao

tradicional de derivada. Desse modo, as equac¢des do modelo sem tumor e sem tratamento

fica:
oD C() = a, C(6)911B(8)92 — B, C(L) (8.10)
oD B(8) = a,C(t)912B(t)922 — B,B(t) (8.11)
oDEz(t) = —ky max{0, C(t) — Css} + k, max{0, B(t) — By} (8.12)

Através de [30], sabe-se que os pontos de equilibrio para as equagdes acima, quando
a < 1, serdo os mesmo que no caso de ordem inteira, ou seja, os pontos expressos pelas
equacoes (8.4 e 8.5). Quando tem-se o caso de a > 1 os pontos de equilibrio ndo serao,
necessariamente, os mesmos do modelo de ordem inteira. Desse modo, os pontos de
equilibrio serdao determinados com base nos resultados de simulagao.

A solucdo do sistema ndo-linear de equacées diferenciais fracionarias podem ser feitas
através do método proposto em [44] e explicado no capitulo 4. No entanto, é importante
notar que as equacdes (8.10, 8.11 e 8.12) ndo apresentam condic¢des iniciais nulas e, por isso,
uma mudanca de variavel é necessario para a aplicagdo do método das matrizes. Em anexo
estd indicado como fazer essa substituicao.

A tabela | mostra alguns parametros utilizados em [9] para a simulagdo. Tais valores
foram selecionados com base em [26] para que o sistema apresentasse um comportamento
qualitativo semelhante ao que se sabe sobre a dinamica de remodelacdo do osso. As figuras

15-17 mostram os resultados dessas simulagdes.

Tabela I. Valores dos parametros utilizados para cada simulacéo.

a Co By 911 ky k3
1.3 5.0 210 0.3 0.24 0.00249
1.1 11 211 0.4 0.24 0.00173
0.7 11.05 210 0.3 0.24 0.0012
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No caso onde a = 1.3, ilustrado pela figura 15, pode-se notar uma amplitude de

oscilacdo maior e um menor tempo de assentamento, se comparado ao caso de a = 1.0,

mesmo reduzindo o efeito autdcrino dos osteoclastos g;; e o valor inicial Cy. Tal redugao de

valor é necessdria pois a amplitude das oscilagcbes para essa ordem de derivada é muito

elevada e a populagao de osteoclastos acaba atingindo valores negativos caso g1 > 0.3 e

Co > 5, o que é, em termos bioldgicos, errado.
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Figura 15. Dindmica das populagdes para a=1.3 (extraido de [9]).

J4 para o caso @ = 1.1 o nivel de amortecimento é mais elevado se comparado ao

modelo anterior. Desse modo, é possivel aumentar um pouco o valor de g4 e Cy e 0 modelo

continuar com um comportamento qualitativo correto. Esse caso é ilustrado pela figura 16.

50 100 150

Figura 16. Dindmica das populagdes para a=1.1 (extraido de [9]).

Quando a = 0.7 o sistema fica muito amortecido e ndo apresenta mais oscilagdo. A

convergéncia se torna muito lenta e por isso optou-se por reduzir o valor de g;; (o que faz

com que o sistema atinja o estado estacionario mais rapidamente), de modo que o modelo

ndo ficasse biologicamente irrelevante.
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Figura 17. Dinamica das populagdes para a=0.7 (extraido de [9]).

Pode-se notar que, de uma forma geral, o comportamento qualitativo do sistema nado
mudou. O aumento inicial na populacdo de osteoclastos provoca um consequente aumento
da populagdo de osteoclastos. Esse aumento faz com que o numero de osteoclastos se reduza
e o sistema convirja para o estado estacionario.

No entanto, cada vez que o valor a da derivada aproxima-se de zero, o sistema torna-
se mais amortecido (comportamento ja esperado conforme [41,43,54]) e demora mais para
atingir o estado estaciondrio. Quando o expoente da derivada passa a ser maior que um ocorre
0 oposto, o sistema comeca a convergir mais rapidamente para o estado estaciondrio, no
entanto acaba apresentando maiores oscilagdes.

Para ilustrar melhor o efeito da mudanga do termo derivativo no comportamento
dinamico do sistema no que se refere ao grau de oscila¢des e velocidade de convergéncia, a
figura 18 mostra o resultado de simula¢des feitas com os mesmos parametros, onde apenas
o termo derivativo é alterado. Os parametros escolhidos foram: a; = 3, a, = 4, f; = 0.2,

ﬁz = 002, Ji1 = 05, Jdiz2 = 1, gr1 = _05, G2 = 0, C(O) =4e B(O) = 212.
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Figura 18. Comparagéo do comportamento de diversas ordens fracionarias para um mesmo

parametro de equacdes (extraido de [9]).
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8.2.Caso com tumor e sem tratamento
8.2.1. Estudo com termo derivativo inteiro

O toépico anterior abordou o sistema dinamico na auséncia da doenga mieloma
multiplo e de tratamento. De modo simplificado, pode-se dizer que o aumento da populagao
de osteoclastos causado por algum disturbio implica em um aumento no nimero de
osteoblastos. Esse aumento faz com que a populacdo de osteoclastos se reduza e,
consequentemente, uma redugao também na populagao de osteoblastos. Ao longo do tempo
o sistema converge para seu estado estacionario.

A densidade 6ssea segue essa dinamica, tendo o seu valor reduzido quando a
proporcdo de osteoclastos, responsaveis pela destruicdo do osso, acima do estado
estaciondrio é superior ao de osteoblastos, responsaveis pela construgcdo do 0sso, ou
aumentada em caso contrdrio.

Nesse topico é realizado o estudo do sistema dindmico da remodelagem dssea na
presenca do mieloma multiplo. Tal doenca induz um aumento na quantidade de osteoclastos
e uma reducdo na de osteoblastos e, consequentemente, uma intensificacdo da atividade de
remocgao éssea perante a de reconstrucao. A longo prazo, a tendéncia é a queda na densidade
dssea e um agravamento do quadro clinico do paciente. Um maior detalhamento sobre essa
doenca pode ser encontrado no capitulo 5.

A implementacdo da doenca ao modelo de [26] foi realizado em [3]. Nesse caso, novos
parametros foram adicionados as equacdes e estdo relacionadas ao desenvolvimento do
tumor de modo a afetar os efeitos pardcrinos e autdcrinos das células. Além disso, uma nova

equacao, referente ao tumor, é adicionada através do formato de Gompertz, dado por:
dT(t)
dt

L
= y;T(t) log (Tz)) (8.13)

onde T'(t) é a quantidade de células cancerigenas para um determinado tempo t. No entanto,

tal modelo ndo é definido em zero e pode ser substituido pelo seguinte modelo analitico

equivalente [11]:

dr(t) . T(t)\?
= =nT(® (1— LT) (8.14)

onde a, b e ry sdo parametros adimensionais relacionados ao crescimento do tumor.
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O novo sistema dinamico adquire o seguinte formato, sendo C(t) e B(t) as densidades

de osteoclastos e osteoblastos, como anteriormente e z(t) a densidade dssea, expressa em

porcentagem:
% = O I B g e (8.15)
PO - e/ 1) pole==17) - g5 (84
O v (1- TL(T”)b (8.17)
dil(tt) = —k,; max{0, C(t) — Cys} + k, max{0, B(t) — B} (8.18)

Os parametros a4, @3, B1, P2, 911, 912, 921, 922, k1 e k, sdo os mesmo de
anteriormente. As varidveis C(t) e B(t) representam a densidade de osteoclastos e
osteoblastos, enquanto que z(t) a densidade dssea.

Os novos parametros sao Ly, que representa a capacidade maxima que o tumor pode
atingir, r que é a velocidade de crescimento do tumor (assumiu-se que esse valor independe
da perda de 0ss0), a e b também s3ao parametros que influenciam o crescimento e 14, 715,
721, 22 que sao constantes positivas responsaveis pela intensidade com que o tumor afeta os
efeitos autdcrinos e pardcrinos. Tanto em [3] quanto em [11] ndo sdo apresentadas as
unidades para esses parametros, de modo que nessa dissertacdo elas também estardo
ausentes.

Nesse caso o mecanismo de RANKL-indepentende intensifica o efeito autdcrino de

T ~ i
osteoclastos (g11 (1 +r11L(—t)) > g11, S€ g11 > 0) e uma redugdao no paracrino dos
T

osteoclastos através da liberagao de PTHrP (—g21 > —gs (1 + 1y ?), assumindo g,; <
T

. ~ . ‘o T(t
0 ) Ja os osteoblastos sofrem uma redug¢do em seu efeito paracrino (glz/(l + 712 #) >
T

‘o T . R
912, S€ g1z > 0) e autécrino (gzz — TzzL(—t) < g22, S€ gzo > 0), através da inibicao do
T
mecanismo de diferenciacao e ativa¢ao

Os novos pontos de equilibrio podem ser encontrados seguindo a mesma metodologia

do tdpico anterior. Nesse caso, eles serao:
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(1-g32-T22) g21(1+721)

C.. = (ﬁ) A (&) A (8.19)
ss al 2
(g12/(1+7112)) 1-911(1+714)
B, = (&) (&) A (8.20)
ss al 2
Tss = Ly (8.21)

onde A = (g1,/(1 + 7’12))(921(1 + 921)) —(1—=911(1 +7111))(A — g2 + 122).

O estudo do Jacobiano permite analisar a estabilidade do novo sistema. Através dele,
pode-se encontrar a seguinte equagao:

@ =F1(g11(1+711) = 1)+ (g2 — 12— 1) (8.22)

O modelo tera ciclos estaveis se ® = 0. Se ® < 0 o sistema apresentara oscilacées
amortecidas que convergira para o estado estaciondrio e oscilages instdveis divergindo do
estado estacionario para o caso de ® > 0 (onde ® é préximo de 0).

O resultado da simulagdo para os seguintes valores de parametros: a; = 3 células/
dia, a, = 4dia™!, g, = 0.2dia™%, B, = 0.02dia™!, g;; = 1.1, g1, = 1, g1 = —0.5, g, =
0, k; =0.0748% células~*dia™*, k, = 0.0006395% células~*dia™*, a=2, b=3.1
1 = 0.005, r,, = 0.0, rp,; = 0.0, 1, = 0.2, v = 0.005, L; =100% e com condi¢Ges
iniciais C(0) = 15.0, B(0) = 316.0e T(0) = 1 é dados pela figura 19. Esses valores foram os
mesmos utilizados em [3] com o objetivo de reproduzir um carater qualitativo da doenca.

Pode-se notar que a presenca do tumor causa um desequilibrio entre a populagao de
osteoclastos e osteoblastos, se comparado ao modelo do tdpico anterior. A medida que o
tumor se desenvolve e converge para o seu tamanho maximo L a amplitude de oscilagdes
dos osteoclastos aumentam, enquanto que a de osteoblastos diminui. Tal comportamento é
caracteristico do mieloma multiplo.

A densidade éssea inicialmente apresenta um aumento motivado pelo crescimento
populacional das células, que buscam convergir para o novo estado estaciondrio. Esse
crescimento inicial pode ser interpretado como uma tentativa do corpo humano de buscar o
equilibrio entra a proporc¢do de osteoclastos e osteoblastos. No entanto, ao longo do tempo
a atividade de remocgdo dssea se sobrepde a de reconstrucdo e a densidade dssea comeca a

cair.
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Figura 19. Dindmica das popula¢des na presenca de um tumor (extraido de [9]).

8.2.2. Estudo com termo derivativo fracionario

O estudo do modelo dindmico na presenga do tumor com o uso de derivadas
fracionarias é feito em [9]. A metodologia segue a mesma do tdpico anterior, onde substitui-

se o termo derivativo de ordem inteira pela definicdo de Caputo. Desse modo, o sistema

obtido é:
WDECE) = anC(O I B LD _ g o) (8.23)
oDEB(L) = ayC(t)* (1”12%))3@)(922‘“2%?) — B,B(t) (8.24)
oDET () = rpT (1) <1 — TL(;)>b (8.25)
oDfz(t) = —ky max{0, C(t) — Cgs} + k, max{0, B(t) — By} (8.26)

As condigdes iniciais para esse caso sdo C(0) = Cy, B(0) = By, T(0) =T, e z(0) =
Zy. Do mesmo modo que anteriormente, esse sistema ndo apresenta condigdes iniciais nulas
e uma mudanca de varidvel é necessaria para a aplicacdo do método das matrizes triangulares
(vide Anexo).

Para a € (0,1) o sistema terd os pontos de equilibrio expressos por (8.19-21),
conforme explicado anteriormente.

A tabela II-lll mostra os valores dos parametros e condicdes iniciais utilizados por [9]
para as simulacGes. Tais valores foram baseados em [3] e [11] e ajustados conforme o

necessario.
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Tabela Il. Parametros das populag@es utilizados nas simulagfes de ordem fracionaria.

a Co B, J11 ky k,

1.2 10.0 302.0 1.08 0.0748 0.0003395
0.9 17.8 460.6 1.163 0.1248 0.0005095
0.8 221 661.1 1.21 0.1248 0.0005095

Tabela Ill. Parametros do tumor utilizados nas simulacdes de ordem fracionaria.

a Ty a b r
1.2 1.0 2.0 3.1 0.0033
0.9 1.0 2.0 3.1 0.01
0.8 1.0 2.0 3.1 0.02

A figura 20 mostra o resultado da simulacdo para @ = 1.2. Nele o tumor apresenta um
desenvolvimento acelerado, se comparado ao caso de ordem inteira, e leva aproximadamente
800 dias para atingir o seu valor maximo. As células convergem para o seu novo estado
estaciondrio com um aumento da populagdo de osteoclastos e inibicdo da de osteoblastos e,

como consequéncia, uma maior reabsorcdo do osso e queda na densidade dssea.

: sal\ [\
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a 200 400 600 800 0 200 400 600 800
t[dias] t[dias

80

T
3
z(t)
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1) 40
o 200 400 600 800 0 200 400 600 800

t[dias] t[dias]

Figura 20. Comportamento das populagdes para a=1.2 na presenga do tumor (extraido de [9]).

Para o caso onde a = 0.9, ilustrado pela figura 21, o nivel de amortecimento é mais
elevado de tal modo que é necessario elevar os valores de 17, g11 e Cy para estimular as
oscilacdes no sistema. Devido ao maior amortecimento do sistema, as amplitudes das

oscilagdes ficam menores e a convergéncia mais lenta.
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Figura 21. Comportamento das populagdes para a=0.9 na presenga do tumor (extraido de [9]).

Por fim, o caso de a = 0.8 dado pela figura 22 apresenta um comportamento
semelhante ao de ¢ = 0.9, porém com aos parametros rr, g;1 € Co, maiores. A convergéncia

se torna muito lenta e o tumor leva mais de 3000 dias para atingir o seu tamanho mdaximo.

E 060 1500 E =T 3000 ED 1000 0 w0 E=T) 3000
it .

. \_-

500 1000 1500 2000 2500 3000 500 1000 1500 2000 2500 3000
tjdias] Ydas]

Figura 22. Comportamento das populagdes para a=0.8 na presenga do tumor (extraido de [9]).

Algumas conclusdes podem ser feitas através do resultado das simulagdes.
Primeiramente é notério o efeito do valor do termo derivativo na velocidade de crescimento
do tumor, sendo que para ordens menores o tumor se desenvolve de maneira mais lenta. Por
conta disso, o parametro 1y teve que ser modificado para que o tempo do tumor atingir o
valor L+ ndo fosse extremamente longo.

O parametro g;; possui uma forte influéncia no nivel de oscilagdao do sistema e por
isso teve seu valor ajustado para que a relacao dinamica das células ficasse mais evidente.

Por fim, o comportamento qualitativo dos modelos de ordem fracionaria foi o mesmo
do de ordem inteira. A presenca do tumor provoca um aumento de RANKL e reducdo de OPG,
o que leva a um maior estimulo da diferenciacdo e formacdo de osteoclastos e acaba

reduzindo a de osteoblastos, devido a sua acdo inibidora.
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8.3.Caso com tumor e com tratamento de inibidores de proteassoma
8.3.1. Estudo com termo derivativo inteiro

Esse topico introduz um modelo de tratamento para a dindmica do tdpico anterior. Tal
modelo foi desenvolvido por [3].

Pelo que fora analisado no tdpico anterior, pode-se dizer, de maneira simplificada, que
a presenca do mieloma multiplo induz um aumento na populacdo de osteoclastos e uma
redugao na de osteoblastos. A medida que o tumor se desenvolve, as atividades de destrui¢ao
e reconstrucdo éssea ficam cada vez mais desproporcionais e a densidade éssea cai de modo
a piorar o quadro clinico do paciente.

O inicio do tratamento deve ser feito quando o paciente apresenta os primeiros
sintomas. Como o tumor desenvolve-se de maneira muito rdpida e imprevisivel, retardar o
inicio do tratamento pode complicar ainda mais a cura.

O tratamento deve ter dois principais objetivos: eliminar a presenga do tumor e
permitir uma restauragdo da densidade dssea, bem como da dindmica das células envolvidas.

O modelo apresentado nesse topico implementa o uso de inibidores de proteassoma
para curar o mieloma. Tais fdrmacos sdo caracterizados por atuarem diretamente na
eliminacdo das células cancerigenas e na reducdo da apoptose dos osteoblastos através da
degradacdo dos receptores de vitamina D dos proteassoma (VDR) [18,22,28,39,40].

O modelo proposto por [3] para esse tipo de tratamento é dado por:

AR O B D g (8:27)
dB(t) 12/ 1+r12£ 922~ 7’22TL(t) _
o = @00 ( )B(t)( ) (B (8.28)
—V1i(©)B(0)
dT ()’
T~ 7 )10 (1 - L?) (8.29)
dz (tt) = —k, max{0, C(t) — Css} + ky max{0, B(t) — By} (8.30)

A diferenca desse modelo para o estudado anteriormente é a presenca dos parametros
Vi(t) e V,(t), responsdveis por diminuir a apoptose dos osteoblastos e eliminar células

cancerigenas, respectivamente. Eles sdo definidos da seguinte maneira:
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(Vl(t) =0 set < tstart

{ Vl(t) =" set = tsart (8.31)
V() =0 set < tgygr: )
v, (t) =7, set = tgrart

onde tg 4+ indica 0 momento de inicio do tratamento e v; e v, sdo varidveis de intensidade
do tratamento.
A figura 23 mostra o resultado de uma simulagdo realizada com os parametros v; =

0.001 e v, = 0.008. Os outros parametros e condigdes iniciais sdo os mesmos do tépico 8.2.
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Figura 23. Dindmica das populacdes na presenca de um tumor e tratamento (extraido de [9]).

O tumor desenvolve-se normalmente, conforme o modelo do tépico anterior, até o
momento de inicio do tratamento t; 4+ = 600. A partir dai a doenga comega a se reduzir e
as populacdes de osteoclastos e osteoblastos, antes desbalanceadas por causa da presenca
do mieloma, comegam a recuperar a sua dinamica natural. No entanto, a diminui¢cdo da
populacdo de osteoclastos ndo é suficiente para garantir o aumento na densidade éssea. Esse

aumento sé ocorre apds o nimero de osteoblastos aumentar.

8.3.2. Estudo com termo derivativo fracionario
O modelo de equacdes diferenciais com a presenca do tumor, expresso pela equacao
analitica de [11], e do tratamento com inibidores de proteassoma [3], fora alterado em [9]

através da mudanca do termo derivativo de ordem inteira pela definicdo de Caputo.

oDEC() = ay (1) ™ i ))B(t)g“(HerTL — B.C(D) (8.32)

D{B(t) = azc:(t)glz/(1+r12 ) B(t)(gzz ) (B, — V1 (£)B(b) (8.33)
oDET(8) = (rr = V2 ()T ()" (1 - T;?) (8.34)

oDfz(t) = —ky max{0, C(t) — Css} + k; max{0, B(t) — By} (8.35)
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Vale lembrar que as condig¢bes iniciais ndo sdo nulas e, portanto, uma mudanca de
variavel é necessdria para solucionar o problema.

A tabela IV mostra o valor dos parametros utilizados em [9] para as simulagcdes. Os
outros parametros sao os mesmos da tabela Il e os resultados das simulagdes sdo dados pelas

figuras 24-26.

Tabela IV. Pardmetros do tumor e do tratamento com inibidores de proteassoma utilizados na

simulacéo.

a | Tp | a b Tr ] Vy | tstart
12 (1.0 2.0 | 3.1 | 0.0033 | 0.0015 0.006 | 400
09|10|20|31]0.01 0.0009 0.017 | 900
08|10 |20 | 31| 0.02 0.00005 | 0.024 | 1500

A figura 24 mostra o resultado para @ = 1.2. Nele o tratamento com inibidores de

proteassoma se da inicio depois de 400 dias e o tumor atingi um valor residual por volta de

1500 dias. A dinamica do osso é recuperada e a densidade dssea comeca a apresentar sinais

de recuperacdo apds 1000 dias de simulacgao.
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Figura 24. Comportamento das popula¢des para a=1.2 na preseng¢a do tumor e tratamento (extraido
de [9]).
O modelo correspondente a @ = 0.9 é dado pela figura 25. Agora o tratamento
iniciasse depois de 900 dias e leva cerca de 1500 dias para extinguir a doenca. Nesse caso o

sistema apresenta uma recuperacdao muito mais lenta do seu ciclo se comparado ao modelo

anterior.
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Figura 25. Comportamento das populagdes para a=0.9 na presenga do tumor e tratamento (extraido
de [9]).

A figura 26 ilustra o caso de a = 0.8. Agora a quantidade de oscilagdes diminui

drasticamente, uma vez que o sistema se torna bem amortecido. O tratamento consegue

reduzir o tumor e evitar a perca de mais 0sso, no entanto o sistema acaba por atingir seu novo

estado estacionario e a recuperac¢do 6ssea ndo acontece.
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Figura 26. Comportamento das populagdes para a=0.8 na presenga do tumor e tratamento (extraido
de [9]).

De um modo geral, pode-se dizer que o uso dos inibidores de proteassoma fora
eficazes no combate ao mieloma multiplo, de modo a reduzir o tumor e a recuperar parte da
densidade dssea. Tais resultados condizem com alguns estudos clinicos realizados utilizando
esses farmacos [18,22,27,37,48].

No que diz respeito aos parametros, novamente o valor de g;; apresenta forte
influéncia na quantidade e amplitude das oscilagdes do sistema. Como o sistema se torna mais
lento para valores menores de a, o ajusto nos parametros relacionados a velocidade de
crescimento e destruigao do tumor 7 e v, devem ser ajustados. O parametro relacionado a

reducao da apoptose dos osteoblastos v; também precisa ser ajustada pois um aumento
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muito grande na quantidade de osteoblastos pode levar a um aumento demasiado na
densidade d&ssea e o paciente desenvolver um novo quadro clinico relacionado a

hipercalcificacdo do osso.

8.4.Caso com tumor e com tratamento utilizando PK/PD
8.4.1. Estudo com termo derivativo inteiro

O tépico anterior apresentou um modelo dindmico que representa o tratamento da
doenga mieloma multiplo através do uso de inibidores de proteassoma [3]. Tal metodologia
visa estimular uma maior diferenciacdo de osteoblastos e, consequentemente, um aumento
na atividade de reconstrucdo dssea. Além disso, ocorre a agao direta nas células cancerigenas,
de modo a elimind-las. Os resultados apresentaram um comportamento qualitativo coerente
com os estudos feitos em [18,22,28,39,40].

No entanto tal modelo ndo leva em consideracdo os conceitos de farmacocinética e
farmacodinamica, os quais sdo extremamente importantes para a escolha da terapia
apropriada para um paciente. E importante ressaltar que o tratamento via inibidores de
proteassoma nao é a Unica terapia conhecida, havendo muitas outras possibilidades [27].

Em [11] é desenvolvido um novo modelo de tratamento. Nesse caso os conceitos de
farmacocinética e farmacodinamica sdo implementados e os farmacos escolhidos para o
tratamento foram os bifosfanatos, denosumab e quimioterapia (interpretado como uma
combinacdo de duas drogas). E importante realizar o estudo de outros tipos de terapia para
entender os seus respectivos efeitos no organismo e possibilitar uma melhor compreensao
farmacoldgica.

Ao contrario do modelo de [3], que busca um aumento na diferenciacdo de
osteoblastos, essas drogas visam a reducdo da populacio de osteoclastos e,
consequentemente, da destruicdo do osso. Os bifosfanatos agem de modo a mineralizar a
superficie do osso, dificultando a a¢cdao dos osteoclastos, além da liberagdo de certas enzimas
gue estimulam a apoptose dessas células [37]. J& o denosumab impede a maturacao dos
osteoclastos devido a sua acdo inibidora de RANK-ligante [6]. Por fim, a acdo da quimioterapia
visa atacar o tumor, de modo a eliminar as células cancerigenas através da reducdo da

capacidade de crescimento e divisdo [19].
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Pelos conceitos de farmacodinamica, a acdo de um farmaco pode ser inibitéria ou
estimuladora. Isso pode ser traduzido em um modelo matematico no seguinte formato,
respectivamente:

I,(t) =1 - K;d(t) (8.36)
Se =1+ Kd(t) (8.37)
onde K; e K, sdo constantes adimensionais positivas, que representam o efeito maximo do
farmaco em determinado mecanismo e d(t) é o efeito do modelo PK/PD apresentado no
capitulo 6.
O sistema dinamico de remodelagem do osso na presenga do tumor e dos farmacos

citados anteriormente sera [11]:

T®) T®)
ac(t) _ alc(t)gu(l"'?”n?)B(t).921(1+7”21F)(1+Ks1d1(t))

dt (8.38)
— (1 + Kgpd, () B1C(0)
T(t) T(t)
diit) _ azC(t)glz/(1+r12L—;)B(t)(gzz—rzz%) — B,B(¢) (8.39)
b
PO (1 - Kigdeaa (I T (1 - m) (8.40)
dt Lt
dz(tt) = —k, max{0,C(t) — Cs} + k, max{0, B(t) — By} (8.41)

O efeito PK/PD dos farmacos denosumab, bifosfanatos e quimioterapia (que é
interpretado como uma combinagdo de 2 farmacos) estdo representados por d;(t), d,(t) e
d34(t), respectivamente.

A tabela V mostra os parametros de cada farmaco utilizado na simulagao de [11]. Os
outros parametros sdo os mesmos do tdpico 8.2. O resultado da simulacdo é dado pela figura
27. Vale ressaltar que esses valores foram propostos de modo a eliminar o tumor e restaurar
o ciclo de remodelamento do osso.

Inicialmente o tumor se desenvolve normalmente, de acordo com o modelo do tépico
8.2. Ao iniciar a terapia com os farmacos o tumor comecga a diminuir até atingir um valor
residual devido a acdo da quimioterapia. As populacdes de osteoclastos e osteoblastos
recuperam o seu ciclo natural através do aumento na apoptose de osteoclastos (causado pelo
denosumab) e reducdo de sua diferenciacdo (causado pelo bifosfanato). A densidade dssea

para de diminuir e, aos poucos, comecga a aumentar, o que reflete a eficiéncia do tratamento.
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Tabela V. Parametros dos farmacos para o modelo PK/PD.

Combinagdo dzy

Farmaco ds dy dy d;
T 1 1 1 1
kq 1 1 1 0.5
kg 0.01 |0.01 |0.01 |o0.01
Co 0.008 | 0.008 | 0.008 | 0.008

chase 0.002 | 0.002 | 0.002 | 0.002

K, 0 0 0 0
L, 0 0 0 0
K, 2 01 |o1
cI 1 - -
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Figura 27. Modelo de tratamento com o uso de PK/PD (extraido de [9]).

E interessante notar que, diferentemente do tdpico 8.3, o inicio da terapia ndo resulta
em uma queda imediata do tamanho do tumor. Esse acontecimento esta relacionado com o
efeito farmacocinético e farmacodinamico, uma vez que nesse momento a concentracdo de
drogas no organismo do paciente é baixa e, consequentemente, sua poténcia é baixa.
Compreender esses conceitos é fundamental na escolha das dosagens e frequéncias de
administracdo dos farmacos.

Por fim, o comportamento qualitativo apresentado na simulacdo condiz com os

resultados encontrados em alguns estudos clinicos [2,17,19,24,52] em relacdo a reducdo do
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crescimento do tumor e recuperacdao da densidade dssea através da terapia utilizando

bifosfanatos, denosumab e quimioterapia.

8.4.2. Estudo com termo derivativo fracionério
Para a implementacdo das derivadas fraciondrias nesse caso, primeiramente deve ser
analisado o modelo farmacocinético apresentado no capitulo 6. Para uma administra¢ao oral

de um medicamento em intervalos de tempo constante tem-se:
kq
(5% + kg)(s* + kq)

onde C, é a concentragdo inicial do medicamento, k, e k; sdo as taxas de absorgdo e

Cp(s) = Co (8.42)

eliminagdo da droga pelo paciente e C, € a concentragdo no plasma sanguineo. Como a parte
de farmacodindmica ndo depende diretamente da cinética, sua formulacdo permanece a
mesma.

Para ilustrar o efeito do termo derivativo no modelo PK/PD, a figura 28 mostra o
resultado de uma administra¢do oral de um medicamento em intervalos de toma constante

(Co = 0.008,k, = 0.01,k; = 1,Csp = 0.002 e T = 1).

Figura 28. Modelo PK/PD de um farmaco para diversas ordens fracionarias (extraido de [9]).

Nota-se que a poténcia do medicamento atinge valores mais elevados em um menor
tempo para o caso da ordem de derivada ser elevada. A medida que esse valor diminui, a

eficacia do medicamento se torna menor.
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O modelo dindmico aplicando derivadas fracionarias fica [9]:

T®). T®)
ODf‘C(t) — alc(t)911(1+T11 It )B(t)921(1+’rz1 Ir )(1+Ks1d1(t))

(8.43)

— (1 + Kypdr(0)B1C(1)
oDEB(t) = azC(t)g”/ (““Z%)) B(t)(gzrrﬂ%)) — B,B(t) (8.44)
oDET(8) = (1 = Kizadeza (0))rr T (D) <1 - %f))b (8.45)
oDfz(t) = —ky max{0, C(t) — Css} + k, max{0, B(t) — By} (8.46)

A tabela VI mostra os valores utilizados em [9] para realizar as simulagdes. Os outros

parametros e condicdes iniciais sdo dados pela tabela VII.

Tabela VI. Parametros do tumor e do tratamento utilizados nas simula¢des com PK/PD para

derivadas fracionarias.

a | T, |a b Tr Ky Ky | Kisa | tstart

09(10|20|31]001]0.1 0.01 2 700

08(10|20|31]0.02]0.001|0.001|13 | 1500

Tabela VII. Parametros das farmacos utilizadaos na simulag¢édo de derivadas fracionarias.

Combinagdo dsy

Farmaco d, d, dy d,
T 1 1 1 1
kq 1 1 1 0.5
kg 0.01 0.01 0.01 0.01
Co 0.008 | 0.008 | 0.008 | 0.008

chase 0.002 | 0.002 | 0.002 | 0.002

K, 0 0 0 0
L, 0 0 0 0
CI 1

O primeiro modelo analisado é para o caso onde a = 0.9, ilustrado pela figura 29. A
guimioterapia apresentasse eficiente no combate ao tumor e, aos poucos, a densidade dssea
consegue aumentar. A forte dosagem provoca uma queda brusca na populacdo de
osteoclastos e osteoblastos, mas acabam por recuperar o seu ciclo natural.

A figura 30 ilustra o caso para a = 0.8. Nesse caso o tumor é reduzido para um valor
residual e as populagdes convergem para seus estados estacionarios sem muitas oscilagdes.
Tal comportamento ja era o esperado, dado o grau de amortecimento devido ao termo

derivativo.
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Figura 29. Comportamento das populagdes para a=0.9 para o modelo PK/PD (extraido de [9]).
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Figura 30. Comportamento das populac¢des para a=0.8 para o modelo PK/PD (extraido de [9]).
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9. Aprimoramento da terapia

O capitulo anterior apresentou alguns estudos e modelos referentes ao sistema de
remodelacdo do 0sso. Foram vistos os casos onde ndo ha doenca e tratamento, ou seja, uma
pessoa sadia, bem como a inclusdo da doencga e tratamento.

Tais modelos levam em consideracao a dindmica de dois tipos de células: os osteoclastos,
responsaveis pela acdo de remogao do 0sso antigo, e os osteoblastos, que possuem a fungdo
de reconstruir o 0sso. Essas células possuem efeitos autdcrinos e paracrinos e o fator de suas
atividades determinam se a densidade 6ssea aumenta ou diminui.

A presenga da doenga mieloma causa um desequilibrio entre essas células, de modo a
aumentar o numero de osteoclastos e reduzir o de osteoblastos. Consequentemente ocorre
uma reducao na densidade dssea que se agrava cada vez mais a medida que o tumor se
desenvolve.

Atualmente existem alguns métodos de terapia para controlar o crescimento dessa
doenca [27]. Um exame sobre o quadro clinico do paciente é fundamental para a escolha dos
farmacos que serdo utilizados na terapia. No entanto, existe algumas outras varidveis para
serem escolhidas na estratégia de tratamento, como o tipo de dosagem (oral, intravenosa ou
outro), frequéncia de administracdo (todo dia, semanal, mensal e etc), concentracdo do
farmaco e periodo de tratamento.

Tendo isso em vista, esse capitulo tem como objetivo determinar a melhor escolha das
concentra¢des de fadrmaco para cada administracdao, dado a frequéncia e o periodo de
tratamento. Com isso, a ideia é que o paciente ndo tenha que tomar doses muito elevadas de
medicamento enquanto o seu efeito farmacocinético/farmacodinamico esteja elevado e evite
uma intoxicagao.

Em seguida, é implementado uma interface grafica para auxiliar o usuario no estudo da
dindmica de remodelacdo do osso. Através dela é possivel escolher qual o caso clinico do
suposto paciente e simular a sua dinamica, analisar qual é a melhor estratégia de escolha das
concentrac¢des de farmacos a serem escolhidas na terapia e gerar um banco de dados com
informacdes importantes para a determinacdo do valor de certos parametros das equacoes

(que sera abordado no préximo capitulo).
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9.1.Determinacéo das concentragcdes das dosagens

Determinar a melhor concentracdo do farmaco a ser utilizada em cada administracao
durante a terapia é de fundamental importancia. Utilizar doses elevadas varias vezes pode
causar um alto nivel de toxicidade ao paciente e gerar efeitos colaterais indesejaveis. Além
disso, uma vez atingido a saturacdo da acdo do farmaco, aumentar a sua concentracdo no
plasma sanguineo nao ird resultar em uma melhora na performance, conforme demonstrado
no modelo PK/PD do capitulo 6.

Com isso, o objetivo desse tépico é apresentar um método onde, dado o periodo de
tratamento, frequéncia de administracdo e as diferentes concentracbes de farmaco
disponiveis, determinar qual seria a melhor distribuicdo ao longo do tratamento de modo a
eliminar a doenga, manter a eficiéncia elevada e diminuir a toxicidade no paciente.

O modelo dinamico que sera utilizado é o desenvolvido em [11], onde utilizasse os
conceitos de farmacocinética e farmacodinamica para o tratamento utilizando os farmacos
bifosfanatos, denosumab e quimioterapia. Também sera utilizado os modelos com derivadas
fraciondrias [9] para analisar o comportamento dinamico do sistema. Esses modelos foram

apresentados no capitulo 8 e sdo dados por:

T(®) T(®)
DEC) = alc(t).911(1+7"11 Ir )B(t)g21(1+7’21 Ir )(1+Ks1d4 (1)) 0.1)
— (14 Ks2d,(6)B1C (D)
) i)
WDEB(E) = a0/ T a9 1) _ gy (9-2)
T\’
oDIT () = (1 — Kizadeza(0))rr T (0 <1 - ?> (9.3)
oDfz(t) = —ky max{0, C(t) — Css} + k, max{0, B(t) — By} (9.4)

As variaveis d4(t), d,(t) e d 34(t) refletem o efeito do farmaco nas células e estao

diretamente relacionados a concentracao ingerida pelas férmulas:

__ G®
N RN &9

ka
G0) = bo e i 57 + k) 5-6)

onde C, é a concentragdo do farmaco para uma administragao oral. Maiores detalhes sobre
essas férmulas e conceitos sao explicados no capitulo 6. Como pode-se notar, o periodo de

terapia pode ser interpretado como uma série de pulsos de diferentes amplitudes.
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Os estudos feitos em [9] consideraram todos os pulsos com o mesmo valor de
amplitude, ou seja, todas as doses administradas possuiam a mesma concentra¢ao. Embora o
objetivo fosse estudar o comportamento do sistema e analisar se o tratamento da cura do
mieloma multiplo tivesse um comportamento qualitativo semelhante as observagdes feitas in
vivo, na pratica ndo é exatamente assim que funciona [20].

Dado um periodo de tratamento t;,.q; € a frequéncia de administragdo do farmaco 7,

pode-se determinar o nimero de doses n que serdo necessarias:

n= ltt;‘”J (9.7)

A série de impulsos pode ser escrita como:
i =

onde a é um inteiro positivo menor ou igual an e C seria a concentracao do farmaco utilizado,

C,set =art < tyar

0, em outro caso (3-8)

que pode ser de diversos valores, dependendo do estoque disponivel ao médico. Por exemplo,
se 0 médico pretende fazer um tratamento utilizando 4 doses e possui medicamentos na
concentragdo de 0.01mg, 0.02mg e 0.05mg, uma das possiveis solugcdes seria:

(0.05;0;0.01;0.01) (9.9)
ou seja, uma combinacdo entre as opgdes disponiveis. O valor nulo no momento da segunda
dose seria a opcdo de ndo administrar a dose nesse periodo.

Para determinar qual a melhor sequéncia de concentragdes de farmacos a ser utilizada
na terapia é necessario um parametro de compara¢ao. Tendo isso em vista, foi criado uma
fungdo de custo J para ranquear cada hipdtese de solugdo e escolher a melhor. Essa fungao
de custo fora baseada em outros estudos relacionados na area [20] e foi adaptada para um

modelo com 3 tipos de drogas e 2 concentracdes disponiveis.

1 1 ttrat )
J=P (m) +P, (m) — Py <f0 T(t)dt> — P,(n® de farmacos em dose elevada) (9 10)

— Py(n® de farmacos em dose média) + P¢(n® de farmacos em dose nula)

onde P; ¢ sdo os pesos. Nessa fun¢do de custo é levado em consideragdo o tamanho do
tumor e a densidade dssea ao final do tratamento, o desenvolvimento do tumor ao longo da
terapia e o nivel das dosagens utilizadas.

Nesse caso optou-se por ndo fazer uma discriminacao entre as drogas, de tal modo
que utilizar uma dose de concentracao elevada de um farmaco A terd o mesmo custo de usar
um farmaco B. O motivo é devido a dificuldade e subjetividade de julgar qual farmaco possui

um pior efeito colateral, devido a individualidade bioldgica de cada paciente.
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Através dos conceitos de dynamic programming busca-se analisar o custo das diversas
possiveis solugdes de tratamento, no que diz respeito as concentragdes de cada dosagem.
Vale notar que inicialmente o efeito PK/PD do farmaco é baixo, devido a baixa concentracdo
no plasma sanguineo. Consequentemente, as primeiras dosagens devem ser de
concentracdes elevadas para que a poténcia do farmaco atinja a saturacdo o mais rapido
possivel e o tratamento fique mais eficiente.

Na pratica tal conclusdo permite eliminar uma boa quantidade de possiveis solucdes
sem precisar realizar os calculos, poupando um bom esfor¢o computacional. Por fim, a melhor
escolha para ser utilizada no tratamento serd a opgao que tiver um maior valor de J.

Para ilustrar esse método, foi feito simulagdes para uma terapia com duracao de 180
dias utilizando o modelo de derivadas fracionarias dado por (9.1, 9.2, 9.3 e 9.4). Definiu-se
que a frequéncia das dosagens seria de 30 dias, ou seja, n = 6 doses seriam avaliadas e que
duas concentrag8es de farmacos disponiveis, denominadas por alta (C = 2,4mg) e média
(C =1,2mg).

As tabelas VIII-X mostram os parametros e condig¢des iniciais utilizados. Tais valores
foram baseados em [9]. As figuras 31-33 mostram o comportamento do tumor e da densidade

dssea na solugdo 6tima, mostrada na tabela XI, para cada ordem de derivada.

Tabela VIII. Parametros das populag@es utilizados nas simulagdes.

Co By a, | az | P1 B2 | 911 | 912 | 921 | 922 key k,
13.0 | 316.0 3.0 |40 |0.2| 002 |11 |1.0 | -0.5| 0.0 | 0.0748 | 0.0005395

Tabela IX. Par@metros do tumor utilizados nas simulagdes.

Ty a b rr Ly 11 Ti2 | 721 | T22

200 | 20| 2.9 | 0.001 | 100 | 0.005 | 0.0 | 0.0 | 0.2

Tabela X. Pardmetros dos farmacos para o modelo PK/PD utilizados nas simulagdes.

Combinagdo dsy
Farmaco ds dy dy d,
ky 1 1 1 0.5
kg 0.01 0.01 0.01 0.01
chase 0.002 | 0.002 | 0.002 0.002
K, 0 0 0 0
L, 0 0 0 0
Ky, 2 0.1 0.1
CI 1 - -
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Tabela XI. Resultado da dosagem 6tima para cada ordem de derivada.

a Farmacos 12 Dose | 22 Dose | 32 Dose | 42 Dose | 52 Dose | 62 Dose
Quimioterapia | Alta Alta Nula Nula Nula Nula
1.3 Denosumab Média Média Média Nula Nula Nula
Bifosfanato Média Média Nula Nula Nula Nula
Quimioterapia | Alta Alta Alta Média Nula Nula
1.0 Denosumab Alta Alta Alta Média Média Nula
Bifosfanato Alta Alta Alta Alta Nula Nula
Quimioterapia | Alta Alta Alta Alta Alta Alta
0.8 Denosumab Alta Alta Alta Alta Alta Alta
Bifosfanato Alta Alta Alta Alta Alta Alta

O primeiro caso analisado é para a = 1.3, ilustrado pega figura 31. Nesse caso o nivel
de amortecimento é muito baixo, se comparado aos outros casos, e com apenas duas
dosagens altas o poder de a¢do dos farmacos ja é elevado o suficiente para reduzir a doenca
a um tamanho residual em 100 dias. No entanto a acdo do bifosfanato e do denosumab foi
muito intensa de modo que eliminou a populagdo de osteoclastos e causou um aumento na
densidade dssea.

Nesse caso, devido a rapida resposta do sistema, talvez fosse interessante utilizar
farmacos com concentracdes mais baixas, de modo a diminuir a toxidade do paciente e esses
efeitos colaterais.

Para @ = 1.0 é necessario o uso de dosagens mais elevadas para que o efeito PK/PD
seja suficiente para eliminar o tumor e o maior grau de amortecimento faz com que a
amplitude de oscilacdo da populacdo de osteoclastos e osteoblastos ndo seja tdo elevada e
agora o sistema passa a recuperar a sua dindmica éssea natural.

No caso de @ = 0.8 o grau de amortecimento ja é bem elevado e a terapia tem que
focar predominantemente nas doses elevadas. Nesse caso os efeitos dos farmacos demoram
muito mais tempo para terem um efeito inibidor no crescimento das células cancerigenas e
mesmo assim ndo é suficiente para reduzir o crescimento do tumor de maneira expressiva.
Seria necessario o uso de fadrmacos mais potentes, além de estender o tempo da terapia para

gue a doenca pudesse ser tratada.
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Figura 31. Resultados do modelo de tratamento para ordem de 1.3.
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Figura 32. Resultados do modelo de tratamento para ordem de 1.0.
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Figura 33. Resultados do modelo de tratamento para ordem de 0.8.

De um modo geral, pode-se dizer que o resultado apresentado condiz com o que foi
analisado no capitulo anterior. Ordens fracionarias menores apresentam um comportamento
mais lento e, por isso, precisam de maior tempo de terapia e doses com concentra¢des mais
elevadas para tratar a doenca. No caso de ordens fraciondrias elevadas a poténcia maxima
das drogas é atingida de modo muito mais rapido e a doenca é rapidamente eliminada.

Vale destacar também a importancia do uso dos bifosfanatos e denosumab no
tratamento, uma vez que a eliminacao das células cancerigenas ndao é o suficiente para
garantir a recuperacao 6ssea perdida. De um modo geral o uso desses farmacos foi um pouco
mais longo do que a quimioterapia, de modo a sugerir que a recuperacdo éssea é um processo

um pouco mais demorado se comparado com a redugdo do tumor.

9.2.Interface gréfica

Esse topico apresenta uma ferramenta desenvolvida para auxiliar o usuario no estudo
e anadlise da remodelagem d6ssea, bem como o desempenho de uma terapia. O usuario terd a
possibilidade de realizar simulacdes dos quadros clinicos apresentados anteriormente no
capitulo 8 que envolvem a presenca ou ndo da doencga e tratamento, utilizando dados obtidos
de um suposto paciente.

Como o mieloma multiplo é uma doenca extremamente complexa, a possibilidade de
um médico poder analisar como que o tumor se desenvolvera ao longo do tempo, bem como
seus efeitos no equilibrio entre os osteoclastos e osteoblastos e, consequentemente, na
densidade dssea ird colaborar para um melhor entendimento do quadro clinico do paciente,
bem como em uma estratégia de tratamento mais eficiente.

Além disso, a interface grafica permite criar um banco de dados com informacdes
clinicas de diversos pacientes. Esse recurso é muito importante pois pode ser utilizado para

aprimorar a estimativa dos valores dos parametros das equagdes dinamicas, ja que alguns
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valores utilizados em simulacdes anteriores foram selecionados com base apenas no carater
qualitativo. Um modo de como utilizar esse banco de dados para estimar os parametros sera
visto no capitulo 10.

Por fim, compreendido a importancia dessa interface gréfica a figura 34 mostra o

esquematico de seu funcionamento.
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Figura 34. Modelo de funcionamento da interface gréfica.

e Tipo de simulagdo: o usuario podera escolher qual o quadro clinico que quer
estudar. Existe 4 opgdes: sem tumor e sem tratamento, com tumor e sem
tratamento, com tumor e com tratamento via inibidores de proteassoma e, por
fim, com tumor e com tratamento utilizando o modelo PK/PD.

e Dados do paciente: aqui o usudrio devera inserir informacdes coletadas através
de uma andlise clinica prévia. Tais informacées referem-se ao atual nimero de
osteoclastos, osteoblastos, densidade éssea e, quando for o caso, tamanho do
tumor.

e Tempo de simulagdo: opcdo para escolher qual serd o horizonte temporal da

simulacgdo.
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Varidveis do tratamento: se escolhido alguma das simulagdes que envolvem
terapia, o usuario devera informar o momento de seu inicio e sua duracao,
frequéncia de dosagem e concentragdes dos farmacos disponiveis.
Abordagem do tratamento: Caso o usudrio tenha escolhido o modelo com
PK/PD, ele também devera escolher entre duas opgdes: testar um modelo de
distribuicdo, na qual o usudrio precisara fornecer o valor da concentracao de
cada dosagem, e o modelo de distribuicdo 6timo, onde a melhor distribuicao
de medicamento serd apresentado e utilizado no tratamento. Tal distribuicao
serd decidida com base na fungao de custo apresentada no capitulo anterior.
Gerar banco de dados: O usudrio pode inserir informacdes sobre o quadro
clinico atual do paciente, bem como informagdes extras como nome, idade,

sexo e etc, e armazenar essas informagdes para consultas futuras.
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10. Estimativa dos valores dos parametros no modelo de

crescimento do tumor

Como citado em outros capitulos, alguns valores de parametros utilizados nos modelos de
equacgles diferenciais sdao estimados de modo que as simulagdes apresentem um
comportamento qualitativo préoximo ao que se sabe através de estudos in vivo.

Esse capitulo busca utilizar os conceitos apresentados no capitulo 7 para estimar os valores
dos parametros da equacao diferencial de crescimento do tumor. Primeiramente é criado um
banco de dados com a proporcdo do tumor e a quantidade de dias que a pessoa fora
diagnosticada através da interface grafica do capitulo anterior.

Pela falta de acesso a um banco de dados real de algum hospital, tais valores foram
escolhidos de forma aleatdria para a aplicacdo e demonstracao do método, no entanto no
futuro deve-se utilizar informacdes reais para que os valores encontrados para os parametros
correspondam com a realidade.

Tendo as informacgdes do crescimento do tumor ao longo do tempo de diversos pacientes,
serd feito o uso de clustering para filtrar toda a grande quantidade de informagdo em apenas
alguns pontos representativos. Tais pontos serdo os centros das elipses de cada clustering.
Com esses pontos sera possivel estimar os parametros da equacdo diferencial de modo que
ela represente bem a populag¢ao do banco de dados.

Ao estimar esses valores é possivel obter um modelo que represente o crescimento do
tumor no ser humano e, com isso, preparar uma melhor estratégia de terapia para eliminar a

doenca.

10.1. Pontos representativos

Para a determinacao dos valores dos parametros primeiramente sdo necessarios
alguns dados representativos da curva de crescimento. Para isso, fora criado trés modelos de
bancos de dados distintos, onde cada um representa um perfil de paciente os quais,
hipoteticamente, tiveram o seu quadro clinico acompanhado ao longo do tempo.

Como o mieloma multiplo € uma doenca muito relacionada ao metabolismo, as
amostras precisam apresentar um perfil semelhante (idade, peso, sexo e etc). A figura 35
mostra a evolucdo do tumor ao longo do tempo para esses diversos pacientes, tendo como

referéncia temporal o surgimento dos primeiros sintomas. Como na pratica ndo é possivel
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fazer o acompanhamento continuo de qualquer paciente, os graficos apresentam apenas

pontos que simbolizam o tamanho do tumor em um determinado momento que fora

analisado.
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Figura 35. Distribuicao de trés bancos de dados A (esquerda), B (direita) e C (inferior) com 5

pacientes em cada.

Como existe diversos pontos (na pratica o banco de dados deve ser muito maior e,
consequentemente, mais pontos), a aplicacdo direta do método da determinacdo do valor de
parametros ficara sujeita a muitos erros. Por isso, é necessario reduzir a quantidade de
informacgdes, porém sem perder a representatividade dos dados.

Para tal, utilizasse a técnica de clustering onde cada cluster engloba pontos com uma
certa semelhanca. Desse modo, pode-se definir que o centro de cada cluster é um ponto
representativo de uma parte das amostras.

A quantidade de clusters e, consequentemente, a de pontos representativos a ser
utilizado ndo possui uma regra definida. Observando a distribuicdao dos dados, pode-se notar
gue cada paciente foi analisado em intervalos de 30 dias aproximadamente durante um
periodo de 400 dias, por isso optou-se por utilizar 12 clusters para cada uma das respectivas

amostras. O resultado é apresentado pela figura 36.
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Figura 36. Posicdo dos centroides para o caso A (esquerda), B (direita) e C (inferior).

10.2. Estimativa dos parametros
O tdpico anterior encontrou pontos representativos da curva de crescimento do tumor
para trés amostras com perfis de pacientes distintos. Agora é possivel, através do método
apresentado no capitulo 7, estimar o valor dos parametros rr, a e b da equacgao diferencial
fracionaria:

T b

D&T =r-T(t)*|1——
oDET(t) = rpT (1) 100

(10.1)

Obviamente, para cada amostra os valores calculados serdo diferentes. A ideia é que
cada valor encontrado seja utilizado no estudo de pacientes que apresentem o mesmo perfil
dos pacientes da amostra (idade, peso, sexo e etc).

Outra observacado refere-se a ordem da derivada fracionaria. Ao definir um valor para
o termo derivativo, os parametros encontrados e, consequentemente, a curva final terdo um
determinado erro em relagdo aos pontos da amostra. Sendo assim, pode-se realizar todo o
processo de estimacdao de parametros para diversas ordens de derivadas e, no final, a que
apresentar um menor erro é a ordem mais adequada a se utilizar em futuros estudos.

A tabela XII apresenta os valores encontrados para cada parametro, bem como a

respectiva ordem de derivada que resultou em um menor erro, para cada uma das trés
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amostras. Ja a figura 37 ilustra as curvas do crescimento do tumor (linha avermelhada)

utilizando os valores desses parametros, bem como todos os pontos do banco de dados

utilizados na amostra.

Tabela XII. Valores encontrados para os parametros de crescimento do tumor.

Amostra Tr a b a
1 0.0072 | 1.873 | 2.985 | 1.2
2 0.0051 (1.772 | 2.437 | 1.0
3 0.0028 | 1.526 | 2.032 | 0.9
35 **&
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Figura 37. Resultado das simulagfes utilizando os parAmetros encontrados para o caso A (esquerda),
B (direita) e C (inferior).

Pode-se notar que os resultados encontrados apresentam uma boa aproximacao da
curva de crescimento do tumor para cada amostra. No entanto, como citado anteriormente,
os bancos de dados foram criados de modo a testar o método e, por isso, ndo refletem a
realidade. O préximo passo é buscar um banco de dados real, onde pacientes diagnosticados
com mieloma multiplo tenham seu quadro clinico acompanhado e registrado ao longo do
tempo. Desse modo, o método apresentado podera ser utilizado para determinar os valores

correspondentes a uma boa parte da populacao.
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Determinar o valor desses pardametros é um passo muito importante para o estudo do
comportamento do mieloma multiplo. O resultado permitird uma melhor compreensao sobre
a sua evolucdo, além de possibilitar o desenvolvimento de terapias mais eficientes. No
entanto, deve-se destacar que obter um banco de dados representativo ndo é tarefa facil,
uma vez que exige uma colaboracdo muito grande dos pacientes para que esses sejam
avaliados periodicamente e de modo consistente.

Por fim, é interessante notar que os modelos de ordem fraciondria apresentaram uma
melhor representac¢do dos dados do que o de ordem inteira em certos casos. Esse fato reforca
a importancia do estudo do cdlculo fracionario na elaboragdo de modelos que possam

apresentar um comportamento mais fiel a realidade, do que os de ordem inteira.
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11. Concluséao

Essa dissertacao pode ser dividida em duas partes. A primeira refere-se ao estudo de um
método para melhorar a eficiéncia da terapia do mieloma multiplo, bem como a criacdo de
uma interface grafica para auxiliar o usuario a compreender a dinamica de remodelagao do
0sso para um determinado quadro clinico de um paciente, além da criacdo de um banco de
dados. Ja a segunda parte foi feito a implementag¢ao de um método para estimar o valor dos
parametros da equacao diferencial de crescimento do tumor.

No que se refere a primeira parte, pode-se concluir que a introducdo de uma funcdo de
custo possibilitou discriminar qual a melhor distribuicdo de concentracao de farmacos para
cada ordem de derivada fracionaria, dado alguns parametros sobre a terapia (duracdo,
frequéncia, concentracdes de farmacos disponiveis e etc). O resultado apresentou um
comportamento coerente com a literatura sobre derivadas fracionarias [41,43,54], uma vez
que ordens de derivada menores apresentam um maior amortecimento, ou seja, um
comportamento mais lento e, consequentemente, o farmaco utilizado no tratamento demora
mais para atingir a sua poténcia maxima. Com isso, é necessdrio o uso de concentracdes mais
elevadas e por um periodo maior. Quando a ordem passa a ser de valor mais elevado, o
sistema apresenta um comportamento mais oscilatdrio e rapido. Como resultado, os farmacos
atingem uma alta poténcia muito mais rapido e com concentragdes mais baixas.

Nessa dissertagdo os farmacos utilizados foram os bifosfanatos, denosumab e
guimioterapia. A quimioterapia, por ter a fungao de eliminar as células cancerigenas, precisou
de doses de concentracdes elevadas no inicio da terapia para destruir o tumor do modo mais
rapido possivel e, a medida que esse vai diminuindo, as concentra¢des dos farmacos também
podem reduzidas. Ja os bifosfanatos e o denosumab, que possuem o objetivo de recuperar o
equilibrio da dindmica de remodelacdo 6éssea, precisaram manter concentragdes mais
elevadas ao longo da terapia. Tal comportamento condiz com as observacdes feitas em [9] na
gual a recuperacdo do equilibrio leva mais tempo do que a recuperacdo do tumor e, por isso,
a terapia deve ser mais longa para esses farmacos.

Em relacdo a interface grafica, ela permite uma praticidade para estudar o
comportamento da remodelacdo déssea. O usuario pode utilizar dados de um paciente para
analisar como que a populacdo de osteoclastos, osteoblastos, células cancerigenas (se for o
caso) e densidade dssea irdo se comportar em um horizonte temporal em diversos quadros
clinicos, como na presenca/auséncia de tumor e tratamento. Nessa interface grafica também
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é possivel utilizar o método citado anteriormente para determinar qual a melhor distribuicao
da concentracao de farmacos para uma terapia. Além disso, é possivel criar um banco de
dados com informagdes dessas células de um paciente e ir registrando o progresso ao longo
do tempo.

A segunda parte consistiu na implementacdo de um método para estimar o valor de
parametros da equacdo diferencial do crescimento do tumor. O método de clustering para
encontrar alguns pontos representativos de um enorme banco de dados mostrou-se bem
eficiente e pratico. Com esses pontos representativos, foi possivel estimar o valor dos trés
parametros da equacgdo para alguns exemplos.

Notou-se também que em alguns casos a aplicacdo de derivadas fracionarias apresentou
um melhor resultado se comparado ao caso de ordem inteira, no que se refere a aproximacgao
da curva com os dados, o que reforca a importancia do estudo dessa area para a criacdo de
modelos.

Por fim, é importante salientar que os modelos dindmicos utilizados nessa dissertacao
apresentam algumas limita¢des, tais como:

e Assume-se que o crescimento do tumor nao é afetado pela perda da densidade
ossea. No entanto, sabe-se que na pratica isso ndo ocorre [21].

e Apenas dois tipos de células sdo considerados no processo de remodelagem dssea.
Porém, atualmente sabe-se que outras células, como os ostedcitos, também
participam [26].

e (s parametros que indicam o efeito autdcrino e pardcrino incluem a acdo de
diversos fatores bioldgicos [3].

e A perda ou ganho da densidade dssea ndo interfere na quantidade das células, de
tal modo que é possivel chegar a situacdo absurda onde a densidade 6ssea chega

a zero, mas as células ainda existem.

11.1. Trabalho futuro

Existe muitas possibilidades de aprimorar o que foi feito nessa dissertacao.
Primeiramente, o uso de dynamic programming para determinar a distribuicdo de
concentracdo dos farmacos causa um grande esforco computacional para o caso onde o
tempo de terapia e a frequéncia de administracdo é muito elevado. Nesse caso, o uso de um

algoritmo heuristicos pode ser implementado para solucionar o problema.
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Pode-se implementar também outros métodos de terapia, uma vez que apenas fora
estudado o uso de bifosfanatos, denosumab e quimioterapia. Existe outros métodos de
terapia, como o uso dos inibidores de proteassoma, que pode ser interessante estuda-los e
comparar os resultados.

Utilizar um banco de dados reais para estimar o valor dos parametros corretos da
equacao diferencial de crescimento do tumor também é extremamente importante e pode
trazer grande contribuicdo aos estudos.

Aprimorar os modelos dinamicos, através da inclusdo do efeito de hormonios,
aumento da resisténcia do organismo aos fdrmacos, mecanismos que ativam a remodelagao
dssea e a ligacdo que existe entre o crescimento do tumor e a densidade do osso fard com que
as simulac¢des figuem mais fieis a realidade.

Por fim, a expansdo do modelo para o caso de uma, duas e trés dimensdes espaciais.

Com isso, sera possivel uma simulagdao mais fiel ao ambiente em que o osso esta inserido.
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Anexo

e Mudanca de variavel para o caso sem tumor e sem tratamento 0D

Define-se as seguintes variaveis:

o(t) =C(t) —C, (A.1)
Y(t) = B(t) — B, (A.2)
d(t) = z(t) — 2, (A.3)

No caso de @ maior que um é necessario a implementacdo de mais uma condicdo

inicial, referente a primeira derivada de cada variavel, de modo que tem-se:

dC, dB, dz,
= = = = A.4
dt - dat ac - PT0 (A-4)

O modelo apresentado em (8.1), (8.2) e (8.3) pode ser entdo reescrito do seguinte

formato, nocasode a < 1:

oDFO() = a1 (0(8) + Cp) 911 (W(t) + Bo) 92t — B1(0(8) + Co) (A.5)
oD (1) = ax(0(t) + Co)912(P(t) + By)922 — Bo(Y(t) + Bo) (A.6)
ODch(t) = —k; maX{O’ (G(t) + CO) - Css} (A7)
+ k, max{0, (W(t) + By) — Bys) '
Japaral < a < 2 deve-se introduzir a segunda condicdo inicial. Para tanto,
considere y = a — 1. Pode-se reescrever a equagao do seguinte modo:
d
oD (5000 + p) = @ (O(0) + €)1 (¥(D) + Bo)®™1 — f1(0(0) + Co) (A.8)
d
oD} (E W) + p) = a3 (8(8) + Co)912(W(D) + Bo)922 — B(W(e) + Bo) (A.9)
d
oD} (@) + p) =~y max{0,(6(®) + ) = Ces) (A.10)

+ kz maX{O, (Lp(t) + Bo) - Bss}

onde agora apresenta condicdes iniciais. Depois, basta utilizar a relagdo de (A.1), (A.2) e (A.3)

para obter o valor da populagdo das células e da densidade do osso.

e Mudanca de variavel para o caso com tumor e sem tratamento 0D

Definindo as seguintes variaveis como:

O) =C(t) —C, (A.11)
Y(t) = B(t) — B, (A.12)
() =T) - T, (A.13)
D(t) = z(t) — z, (A.14)
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eparaocasodea > 1:
dCy dBy, dT, dz, _
dt dt dt dt

p=0

o sistema (8.6), (8.7), (8.8) e (8.9) pode ser reescrito no seguinte formato para a < 1:

(I(t)+Ty)
oDEO(L) = a; (O(D) + Co) T I D (w(p)

(I(t)+Tp)
+Bo)?2 T ) g 00 + Cp)

(I(t)+To) _ . ([(t)+Tp)
DEW(E) = a0 + o) 12 i) ey + o i)

— B(Y(®) + By)

1<mo+n)b
‘__Ef_>

oDE@(t) = —ky max{0, (8(t) + Cp) — Cs}
+ k, max{0, (W(t) + By) — B}

oDETI(E) = rp(TI(E) + Tp)® <

eparaocasol < a <2

() +Tp)

d e @y, AT
DY (3000 +p) = @ (O(V) + C) ™I (W) + B0

)

= A1 (0(D) + Co)

T (M) +Tp)
oD (%Lp(t) +p) = 000 + )" (™) gy 4y 02 )
— B(¥(O) + By)
d - N
oD{ (E () + P) = rr(T1(E) + Tp)® (1 _ %j‘(ﬂ)

d
oD/ (E ®(t) + p) = —k; max{0, (0(t) + Co) — Css}

+ k, max{0, (¥ (t) + By) — Bss}

(A.15)

(A.16)

(A.17)

(A.18)

(A.19)

(A.20)

(A.21)

(A.22)

(A.23)

onde y = a — 1. O valor correto das populagdes é obtido com a substituicdo dos valores

encontrados em na solugdo pelos da (A.11-14).
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